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Fast Dissipation in MHD Flows 
The time evolution of current sheets under the infiuencc of driven stagnation point flows 
is studied. It is shown that significant physical processes occur during the formation of 
the current sheet, originated fiom a sparse magnetic seed field or fiom an external 
continuous injection of magnetic flux. The advestion and amplification of the magnetic 
field at a stagnation flow can give rise to large amounts of Joule dissipation over 
hydrodynamic time scales. These effects may lead to an accelerated zdhilation of the 
magnetic field, or to steady state dissipative layers, depending on the balance between 
the incoming magnetic flux and the dissipation rate. The basic elements of the flow 
enhanced dissipation mechanism are discussed using order of magnitude considerations. 
Analytic time dependent solutions that describe the evolution of the magnetic field are 
obtained for planar flows. Starting fiom generic initial and boundary conditions for the 
magnetic field component lying on the plane of the flow, it is shown that the sublayer in 
which a change of sign of the magnetic field occurs tends to vanish in a short time 
during the formation of the current sheet. On the other hand, the magnetic field 
component normal to the flow plane is always rapidly extinguished. Thus, 
codtgurations commonly considered as models for steady state reconnection or tearing 
instability studies, are exceptional cases rather than generic magnetic structures. Self 
similar solutions that describe the amplification and decay of the magnetic field for 
planar and axial-symmetric flows are also obtained. In three dimensional stagnation 
point flows, current sheets that are not sustained by a continuous injection of magnetic 
energy are completely annihilated in a few hydrodynamic times. Several applications, 
including coronal heating, the dayside magnetospheric stagnation point, and the 
formation of hot spots in the Plasma Focus experiments, are discussed. The influence of 
stagnation flows on the stability of these dissipative structures is studied. These flows 
tend to oppose the permanence of a reconnected configuration. Numerical simulations 
of two-dimensional magnetic reconnection show the build up and consolidation of the 
current sheet. Thermal effects due to the rise of temperature in the current sheath and the 
resuhg conductivity increment, enhance the amplification and extinction processes. 
These effects are illustrated with numerical solution examples. The heating and 
compressibility limits of the model are briefly outlined. Finally, the effect of density 
variations during the evolution of current sheets in compressible stagnation point flows 
is also studied numerically. 
Keywords: 
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Resumen 
Se investiga en forma analftica y n d c a  la evoluci6n temporal de l h k s  de 
corriente en configuraciones de aniquh56n magndtica forzadas por un flujo con un 
punto de estancamiento. Se muestran las importantes consecuencias fisicas de la etapa 
de formaci6n de la limina de corriente, que se puede originar a partir de una "sexnilla" 
inicial de campo magndtico o mediante la myecci6n continua de flujo magn6tico. La 
convecci6n y amplificaci6n del camp magdtico en un flujo de estancamiento genera 
una disipaci6n Joule muy intensa dentro & la k n h a  de corriente en escalas de tiempo 
hidrodinamicas. Estos efectos pueden dsr lugar a la aniquilaci6n ripida del camp 
magnhtico, a la formaci6n de estnrcturas ciisipativas estacionarias o a soluciones que 
crecen indefinidamente con el tiempo, dependiendo del balance entre la disipacibn y el 
ingreso de flujo magn&ico. Los elementos k i c u s  del proceso de amplificacibn de la 
energla magnaca se examinan usando mgumentos fisicos sencillos basados en 
consideraciones de orden de magnitud. Se obtieaen soluciones analiticas dependientes 
del tiempo que describen la evoluci6n del camp rnagnhco en flujos con geometria 
plana. Suponiendo condiciones iniciales y de contorno generales para la componente de 
camp magn&ico contenida en el plan0 del movimiento, se demuestra que la capa en 
don& el camp magndtico cambia de signo tiende a desaparecer d u m b  la fonnaci6n 
de la l h h  de corriente. Por otra park, la componente de campo magn6tico normal al 
flujo de estancamiento siempre se extingue dpidamente. En consecuencia, las 
configuraciones estacionarias de campo magndtico con cambio de signo que se 
consideran habitualmente en 10s estudios de procesos de reconexi6n magnhtica e 
inestabilidades resistivas, resultan ser a w s  excepcionales en lugar de estructuras 
magnficas genbricas. Se obtienen soluciones autosirnilares que describen la 
amplificaci6n y el decaimiento del ca,mpo m8@co en flujos planos y axialmente 
sim6tricos. En flujos con un punto de .estancamiento tridimensional las lsminan de 
corriente se aniquilan completamente a menos que scan sostenidas por una inyecci6n 
continua de energia magn6tica. Se consideran aplicaciones de estos modelos a la 
magnetosfera terrestre, a la formaci6n de tstructuras disipativas en el Plasma Focus y al 
calentamiento de la corona solar. Se estudia la influencia del flujo de estaacamiento, que 
tiende a oponerse a la permanencia & dguraciones con campo magn6tico 
reconectado, sobre la estabilidad & la h i n a  & corriente. Simulaciones numdricas de 
reconexi6n magn6tica en dos dimensiones mucsEnrn la formaci6n y consolidacibn de la 
lsmina de corriente. El increment0 de la cOadu&idad pmvocado por el aumento de la 
temperatura en la l h h a  de corriente puedc acelem 10s procesos de amplificaci6n y 
dewhiento del camp magn6tico. Estos efectos thnicos se ilustran mediante 
soluciones numhicas. Los limites del modedo incompresible debidos al calentamiento y 
a las variaciones de densidad se discuten bemente .  En el dtimo capitulo se estudia en 
forma numCrica la evoluci6n de l b h s  & corricnte en flujos compresibles. 
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1.1 Procesos disipativos en lhminas de corriente. 
El estudio de la formaci6n y evoluci6n temporal & l h a s  de corriente en 
configuraciones de aniquilaci6n magnaca time particular inter& por su aplicaci6n a un 
conjunto importante de fenbmenos en plasmas, tanto astroflsicos como de laboratorio. 
Las liminas de corriente son configuraciones magnbticas donde se almacena una gran 
cantidad de energia, la cual puede ser liberada en forma &pi& a travbs de 
inestabilidades resistivas, procesos de reconexi6n magnbtica o mediante la disipaci6n de 
Joule (aniquilacibn magnbtica). La transferencia dpida de energia es el proceso bbico 
subyacente en las llguraciones solares o Tares" (ver, por ejemplo, Priest, 1995 y 
Parker, 1994). En 10s to-, que son las configuraciones mb avanzadas propuestas 
para el desarrollo de reactores de las h i n a s  de cmriente ocurren naturalmente 
durante la descarga en la fase de intensificaci6n de coniente, o bien como resultado de 
la deformaci6n de las lineas de camp magn&ico inducidas p r  inestabilidades (ver 
White, 1983, y la literatura alli citada). Asimismo, se ha propuesto la aniquilaci6n 
rhpida de camps magnCticos como el proceso responsable del calentamiento de las 
particulas en la columna de plasma comprimido del Plasma Focus (Gnavi, Gratton & 
Bender, 1994). 
En el esquema de aniquilaci6n magnktica propuesto en esta tesis se considera un 
flujo con un punto de estancamiento que transports un campo magn6tico formado por 
lineas rectas. El movimiento del plasma mash las lineas de campo rnagnbtico hacia el 
punto de estancamiento y las c0ncemt.n formando una lh ina  de corriente. 
Simulheamente, el campo magndtico se intenssca a expensas del trabajo realizado 
por la presi6n dinslmica del flujo. Como resultado de ambos efectos se puede producir 
una gran amplificaci6n de la energia mqnctica y su disipacihn en tiempos cortos (&l 
orden del tiempo hidr-co cmwhhtico), cuando el n h e m  de Reynolds 
magnCtico es grande (Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La evoluci6n temporal & las 
soluciones en estas configuraciones depende fuertemente dc la geometrsa del flujo y & 
las condiciones de contorno asint6tias para el camp magnhtico. En algunos casos se 
produce la dpida extinci6n del campo presente inicialmente en la regi6n del 
flujo, mientras que en otros se forman e&wtms estacionarias fuertemente disipativas 
que se mantienen intactas mientras actria el movimiento. Tambibn cabe la posibilidad de 
que el sistema no pueda disipar la energia magn&ica acumulada, dando lugar a una 
lh ina  de coniente cuya intensidad crece con el tiempo. 
Un proceso disipativo se considera %pido" cuando se desarrolla en tiernpos 
menores que el tiempo caractedstico de difusih ~ ~ L ~ I V ~  0, equivalentemente, con una 
velocidad mayor que la velocidad de difusi6n vrvm/L, don& L es una escala 
caracteristica de longitud y v, es la difbividad magndtica. En t6rmhos del niimero de 
Lundquist S=Lv~lv,-sdrh donde VA es la velocidad de AlfvCn y rA=L/v& un prOceso 
dpido se define como aquel que posee escala temporal del orden de con 
064 (Biskamp, 1994). La inestabilidad resistiva de corte de las lineas magnktican (el 
modo "tearing") para una lrimina de corriente en equilibrio difusivo tiene una tasa de 
c r e c i h t o  tipica del orden de y-(rbtddla, donde TA<<~- '<<T~ (Furth, Killeen & 
Rosenbluth, 1963). En consecuencia, el mcimiento de la inestabilidad es un proceso 
mhs dpido que la difusi6n del camp magn&co, pero de menor duraci6n que el tiempo 
caracteristico de A&&. 
A partir de una configuraci6n de aniquilaci6n magn&ica se puede originar la 
reconexi6n magn&ca propiamente dicha, qae oonsiste en el cambio de la topologia de 
las lineas de camp0 magn6tico hacia una c4mQpmci6n & menor energia magn&ica, 
con la consiguiente liberaci6n de enex& W c a  y cin&ca (partfculas aceleradas) 
durante el proceso (Biskamp, 1994; Forbes & Priest, 1987). En el modelo de reconexi6n 
lenta de Sweet y Parker (Sweet, 1958; Parker, 1963) la escala de tiempo es del orden de 
rSflds;lR, don& Si=LvAJvm es el dimer0 & hmdquist calculado usando la velocidad 
de Alfi6n correspolldiente a1 camp ma@ca que ingresa a la regi6n disipativa. Esto 
corresponde a una velocidad de reconexi6n V J V ~ ~ ~ ~ I S ~ ' ,  do& vi es la velocidad con 
que ingresa el plasma a la regi6n disipativa El tiempo caacteMco de recaexi6n lenta 
es mucho menor que el tiempo de dZbi6n Q cuando Si>>l, a pesar de lo cual resulta 
demasiado largo para explicar la liberaci6n mipida de energia observada en numerosos 
fen6menos disipativos, e.g. Mguraciones y pmmhenciaa solares (Priest, 1985). Con el 
mode10 de roconexibn dpida de Petsheck (Vasyliunas, 1975) se obtienen val- mucho 
mayores para la velocidad de reconexi6n viIvfie(8 in~i)", que a su vez depende 
ddbilmente del n h e m  de Lundquist Si. Sin embargo, este modelo ha sido cuestionado a 
partir de las solucionas obtenidas mediante simulaciones numdricas de flujos 
magnetohidrodinsimicos incluyendo efectos disipativos (Biskamp, 1986). Parker (1 994) 
ha desarrollado en tiempos mhs recientes la interesante hip6tesis de un gran n h e r o  de 
''nanoflares" de muy pequefla escala para explicar las fdguraciones solares mayores y el 
calentamiento coronal en general. En el modelo de Parker el problema de la escala de 
tiempos es superado por la teoria de un "mar de nanoflares". 
En las configuraciones de aniquilaci6n magn6tica desarrolladas en esta tesis (sin 
reconexi6n, aunque este efecto puede aparecer en 10s bordes lejanos del modelo, como 
se muestra en el capitulo lo), la disipaci6n de la energia magndtica se produce en una 
escala de tiempo que es del orden del tiempo hidrodinwco rh=h&J, donde h~ es el 
tamdo de la regi6n del flujo y U es la velocidad caracteristica del movimiento. Esta 
escala de tiempo es mucho menor que las correspondientes a reconexi6n lenta y al 
crecimiento de las inestabilidades resistiw. La evoluci6n del camp magndtico est4 
determinada hdamentalmente por la presencia de un movimiento impuesto en forma 
extema. En consecuencia, el nhe ro  de Mach-ffi6nico definido por M f i - 4 ~ ~  (que 
corresponde a la "velocidad de aniquilaci6n" del campo magn6tico) no depende del 
nlimero de Lundquist S y puede alcanzar, en principio, valores arbitrariamente grandes. 
En flujos planos la amplificaci6n del camp0 magn&ico como consecuencia del 
movimiento del plasma origiaa mu intauu disipaci6n Joule D-<~/~)W&, , '~  @or 
unidad de grut y de tiempo) dentro de una lsmina de corriente de ancho w&Rmln, 
donde R&J~c~v, es el n h e r o  de Reynolds rnagn6tico (que se supone grande) y 
~0=&~hd81t es la energia magn6tica (por unidad de Bna) contenida en la regi6n a M. 
El tiempo ccuacteristico de este proceso es del orden de ~ ~ ~ ( 1 / 2 ) & .  
La mayor parte de 10s estudios sobre l;bminap de corriente y reconexi6n se han 
ocupado de configuraciones estacionarias (Phan & Sonnerup, 1990; Sonnerup, Ip, & 
Phan, 1990; Vasyliunas, 1975). Un antecedente importante es el articulo de Sonnerup & 
Priest (1975), donde se estudia la aniquilaci6n estacionaria de un campo magnetico 
formado por lineas rectas con un modelo de flujo incompresible muy simple sin efectos 
viscosos (punto de estancamiento hotacid).  Publicaciones msls recientes incopran 
el efecto de la viscosidad (Gratton et al., 1988, Phan & Sonnerup, 1990), componentes 
adicionales de velocidad paralelas a la llIminn de comente (Besser, Biernat & Rijnbeek, 
1990), flujos tridimensionales (Jardine, Allen & Gnmdy, 1993) y la presencia de 
contornos u otros limites a la regicin ocupada por el fluido (Gratton & Bender, 1991). El 
estudio de la evoluci6n de l h h a s  de wrriente en flujos dependientes del tiempo tiene 
como precursor el trabajo de Clark (1964), donde se obtiene una solwi6n exacta 
dependiente del tiempo para la evoluci6n del camgo magnbtico en un flujo 
incompresible plano. En este trabajo tambidn se obtienen las leyes de escala del proceso 
de amplificaci6n del campo rnapktico y se estudia el comportamiento asint6tico de 
algunas soluciones particulares. Gratton, Gnavi & Bender (1992) generalizan la soluci6n 
de Clark para movimientos irrotacionales dependientes del tiempo, obtienen una fgmilia 
de soluciones autosirnilares que describen la evolucicin del camp magn6tico y estudian 
la evoluci6n de sistemas con condiciones de contomo asint6ticas mh generales, e.g. 
inyecci6n continua de flujo magndtiw. Anderson & Priest (1993) analizan la idluencia 
del comportamiento asint6tico del camp0 magn&co inicial sobre su evoluci6n 
posterior, asi como 10s efectos debidos a una variacicin brusca de la difusividad 
magndtica y la presencia de diversos campos de velocidad dependientes del tiempo. 
La etapa de formaci6n de la l h h a  de corriente tiene consecuencias fisicas 
importantes. Uno de 10s resultados mh signifkativos que se desprende del estudio de la 
evoluci6n del camp magnt%co en flujos planos es el predominio de componentes de 
camp magndtico sin cambio de signo, que se desarrollan en tiempos mh cortos que el 
tiempo de crecimiento de las inestabilidades resistivas. En consecuencia, las 
configuraciones estacionarias de camp0 ma@w con cambio de signo qw se toman 
como punto de partida para estudiar procesos de reconexi6n magn6tica e inestabilidades 
resistivas, pueden no llegar a desmllarse a partir de distribuciones mb generales. En 
caso de fonnarse una lsmina de wrriente con campos antiparalelos bahceados, es 
posible concebir una combinacicin del modelo de intensificacihn tratado aqui con un 
esquema Sweet-Parker de reconexicin (secci6n 10.3). La intensificaci6n del camp 
magn6tico modifica la velocidad de reconexi6n del modelo original de Sweet-Parker y 
permite estimar valores mucho m8s elevados. 
El presente trabajo esti organhado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se 
presentan las ecuaciones generales de la magnetohi dmdidmica, incluyendo efectos 
disipativos debidos a la presencia de viscosidad y resistividad. Se analizan las 
condiciones para que flujo se pueda considem (aproximadamente) incompresible y se 
introducen 10s potenciales de Euler. Asimho, se presenten las ecuaciones reducidas 
correspondientes a flujos planos con sirnetria de traslaci6n y flujos axialmente 
simctricos. 
En 10s capitulos 3 a1 7 se examinan distintos aspectos de la evoluci6n del campo 
magnctico en flujos incompresibles con geometria plana. En el capitulo 3 se hace un 
repaso de ias principales soluciones incompresibles para el movimiento del fluido. Los 
mecanism05 fisicos bhicos del modelo de aniquilaci6n se discuten mediante 
argumentos de t i p  dimensional y se obtienen leyes de escala aproximadas. Se analiza 
en forma detallada una soluci6n "elemental" particularmente sencilla de las ecuaciones 
magnetohidrodinficas, que presenta muchas de las caracteristicas que se encuentran en 
soluciones mh generales. Por liltimo, se estudia la evoluci6n &l campa mqnctico en 
flyos con transitorios. 
En el capitulo 4 se investiga la evoluci6n del camp mgn6tico a partir de 
condiciones iniciales miis generales. Se obtiene la soluci6n general del problem de 
valores iniciales correspondiente a dgumciones  sin inyecci6n de flujo magn6tico 
(que podria ser traido por el movimiento del plasma desde las hnteras lejanas de la 
sistema) y la soluci6n asint6tica para t*. Se demuestra que la amponente impar del 
camp magn6tico inicial se extingue completamente en un tiemgo del orden de 
.r-.ch(l/2)lnR, &spuds de una etapa inicial que presenta una intensificaci6n importante 
de la energia mgn6tica y una disipacih Joule considerable. En cambio, la wmponente 
par &l campo magn6tico tiende a una solucih gaussiana estacionaria que diiipa energia 
en forma continua mientras se mantiem el movimiento. La dtima secci6n describe la 
evoluci6n del camp magnctico normal a1 plano de movimiento, que no es amplificado 
por el flyo y que se caracteriza por la extinci6n dpida de to& las wmponentes 
presentes inicialmente en un lapso de tiempo del orden de .rh. Los rcsultados analiticos 
se complementan con soluciones n d a s  obtenidas a p d r  de la ecuaci6n de 
evoluci6n del camp magnCtico usando un &todo de diferencias finitas. 
En el capitulo 5 se obtienen balances energeticos correspondientes a 
configuraciones sin inyecci6n de flujo magdtico y se analiza el origen de la 
intensificaci6n de la energia magnCtica. El capitulo 6 describe una familia de soluciones 
autosirnilares que para la evoluci6n del campo magn6tico en un flujo irrotacional. 
La evoluci6n del campo mgn6tico en sistemas con inyecci6n continua de flujo 
magnbtico se analiza en el capitulo 7. Cuando la inyecci6n de flujo magndtico desde 
ambos lados de la 1ihi.m de corriente no se produce en forma perfectamente simdtrica, 
se obtiene una soluci6n par que crece linealmeate con el tiempo. El crecimiento de la 
cornponente par del campo magnCtico se da en un tiempo del orden de r h  y puede 
interferir en el desarrollo de procesos disipativos que requieren la existencia de una I: lsmina de corriente con cambio de signo en el campo magn6tico (e.g. reconexi6n). 
En el capitulo 8 se extiende el modelo plano de aniquilaci6n magnktica a 
1: configuraciones de flujos tridimensionales y axialmente sim6tricos con geometria cilindrica (Gratton & Bender, 1993). Los resultados obtenidos para configuraciones 
-tridimensionales permiten explicar la escasa amplificaci6n del campo magn&co 
observada en la magnetosfera terrestre. Un flujo convergente con geometria cilindrica 
podria modelar procesos disipativos @ i d .  como 10s que se observan en el Plasma 
Focus, particularmente la formaci6n & pequeHas regiones altamente disipativas en la 
columna de plasma durante la etapa &l foco (Gnavi, Gratton & Bender, 1994). En el 
capitulo 9 se muestra que 10s valores de disipaci6n Joule y las escalas de tiempo 
obtenidas a partir de 10s modelos & aniquhi6n magn6tica son similares en orden de 
magnitud a 10s observados en estos e d o s .  Los resultados de la tesis tambib 
penniten realizar un aporte a la discusi6n &l problem del calentamiento de la corona 
solar. Se examinan varios escenarios & disipacih de energia magnCtica en el marco de 
las ideas de Parker sobre "nanoflares" (Parker, 199'7). 
En el capitulo 10 se estudian algunos aspcctos de la estabilidad de Umhas & 
corriente en flujos planos con un punto & estancamiento. Se discute la influencia del 
movimiento sobre la estabilidad de l h h a s  & d e n t e  formadas por la cornponente de 
campo magn&co nonnal al plan0 & movimiemto y en Uminas de corriente formadas 
por la componente contenida en el msmo plano. En ambos casos el flujo de 
estancamiento tiende a estabilizar la mdigwaci6n. La formaci6n de una l h h a  de 
comente alargada de cadcter cuasi-unidimensiod en flujos bidimensionales se ilustra 
mediante simulaciones numkricas directas de las ecuaciones magnetohidr-cas en 
la aproximacibn incompresible. Los resultados obtenidos se cornparan con simulaciones 
de reconexi6n magn&ica realizadas por otros autores (Biskamp, 1986; Yan, Lee & 
Priest, 1991). 
El efecto de la temperatura en la evoluci6n de lslminas de corriente se estudia en 
el capitulo 11 a travds de un modelo simplificado de carhcter unidirnensional que 
mantiene la hip6tesis de incompresibilidad (Bender & Gratton, 1994). La disipaci6n 
generada durante la evoluci6n del campo magn&ico puede dar lugar a un aumento 
importante de la temperatura en la regi6n disiitiva. En estos casos se produce un efecto 
de acoplamiento no lineal debido a una depeadencia de la dhividad magnbtica con la 
temperatura de la forma v , a ~ ~ ~ .  Las ecuaciones no lineales del modelo se resuelven 
numkricarnente para determinar la influencia de 10s p h e t r o s  aclimensionales que 
rigen la evolucibn del campo magndtico. TambilSn se analizan las condiciones en que se 
puede desarrollar un "desboque ttkmico" de la regi6n disipativa. 
En el capitulo 12 se lleva a cabo un estudio nmkrico de 10s efectos de la 
compresibilidad en la evolucibn de lh inas  & corriente planas. A diferencia de lo que 
ocm con las configuraciones incompresibles consideradas en la mayor parte de la 
tesis, las ecuaciones de la magnetohi dmdirhica compresible no admiten una 
separacibn natural que permite analizar el movimiento del plasma en forma 
independiente del camp magn&co (en particular el flujo irrotacional con un punto de 
estancamiento no es soluci6n), por lo que se debe resolver la didmica completa del 
problema. El flujo de estancamiento se modela mediante la introducci6n de un tCrmino 
forzante en la ecuaci6n de movimiento para reducir el sistema magnetohidrodin~co 
original a un problema con una sola variable espacial. Los principales efectos de la 
compresibilidad se analizan para un amjunto de soluciones correspondientes a 
dgwac iones  planas, variando las colldiciones & contomo para el carnpo magn6tico 
y 10s padmetros adimensionales que rigen su evoluci6n. En el capitulo 13 se presentan 
las conclusiones del trabajo. 
2 Ecuaciones generdes. 
2.1 La magnetohidrodin6mica con efectos disipativos. 
Las ecuaciones fidamentales que gobieman el flujo de un plasma en la 




c a t '  
don& p es la densidad, v es la velocidad, e es la energfa interna por unidad de masa, B 
es el carnpo magndtico, j es la densidad de corriente, E es el camp0 elktrico, V es el 
potencia1 gravitatorio por unidad de volumen y p es la presi6n del plasma. Los 
coeficientes disipativos corresponden a la viscosidad p, la wnductividad t6rmica h y la 
conductividad elhtrica o. El t6rmino 9 m la ecuaci6n de energia (2.3) represents la 
contribuci6n debida a la disipaci6n resistiva y viscosa, u otras formas de energia. Se 
asume una ley de Ohm simplifiaida de la fonna quc se muestra en (2.4). Todas las 
magnitudes esth expresadas en unidades cgs-ues (c es la velocidad de la luz en el 
vacio). El sistema se completa con una ecuaci6n de estdo para el plasma. 




la ley de Ohm en combinaci6n con (2.6) da 
donde vm=c2/4no es la difusividad magnetics. El potential electrosthtico me se puede 
eliminar tomando el rotor de (2.1 1) para obtener la "ecuaci6n de inducci6n" 
dB 
-- 
at - rot (v x B) - rot (v, rot B) . 
Cuando el t 6 i n o  difusivo es despreciable la ec. (2.12) se reduce a 
que implica la conservaci6n del flujo magntico (magnetohidrod8mica ideal). Esta 
ecuaci6n tambien se puede escribir de la forma 
DB 
-- 
Dt - B-grad v-B div v, 
donde D/Dt=a/dt+v.V es la derivada material siguiendo la particula de fluido. Usando la 
ecuaci6n de continuidad (2.1) se obtiene 
cuya integral es (Roberts, 1967) 
donde grad0 es el operador de gradiente aplicado al vector de posici6n Lagnmgiano ra 
~ r ( r a t ) ,  p=p(ro,t) y po=Po(ro,t). La expresi6n (2.16) proporciona la variacih del vector 
Blp con respecto a su valor inicial Bdpo debido a un desplazamiento r del elemento de 
fluido. Este resultado se suele expresar diciendo que las lineas de Blp estsn 
"congeladas" al fluido cuando la conductividad es infinita. 
El niunero de Reynolds magnctico definido por &=U&/v,, donde Uo, L son 
escalas caracteristicas de velocidad y de longitud, juega un rol importante en la 
evoluci6n del campo magn6tico. Valores de %$>I corresponden a flujos en donde 10s 
efectos disipativos de la resistividad son despreciables, salvo en las liuninas de corriente 
Conductividad Difusividad Velocidad Longitud Reynolds 
o (8-I) magn&ica U. (cm s") L (cm) magndtico 
2 -1 
vm (cm s ) R,,,=LU, Iv, 
Agua+25% 1.9 10" 3.7 lo8 lo2 lo2 2.7 l u 5  
NaCl(20 "C) 
Acero fundido 6.3 1016 1.1 lo3 10 1 o2 8.8 10" 
(1 500 "C) 
Sodio liquid0 5.4 1016 1.3 lo3 escalas industriales 10 
(400 "C) 
Nhleo terrestre - 7 1 017 - lo2 10-I 1 o8 1 o5 
(5000 K) 
Fotosfera solar - 3 1012 - lo7 1 o5 1 o9 1 o7 
(- 5600 K) 
Corona solar -8 1016 - lo3 lo5 lo8 10l0 
(- i 06-i 07 K) 
PlasmaFocus -7.610'~ - l@ lo7 10" lo4 




• Tabla 1. Valores tipicos & 10s coeficientes disipativos. 
a 
que rodean las superficies singdares del camp magnCtico. En la Tabla 1 se muestran 










2.2 Flujos incompresibles. 
En flujos donde se cumple la condicidn de incompresibilidad divv?) las 
ecuaciones de la magnetohi drodMnica se simplifican considerablemente. Si el 
problem ademh posee sirnetria de traslaci6n o de rotaci611, el nhe ro  de variables se 
puede reducir introduciendo potenciales de Euler para la velocidad y el camp0 
mgnctico. I I' 
La hip6tesis de incompresibilidad es razonable cuando se estudian procesos 
magnetohidrodinMcos en liquidos conductores, como 10s que aparecen en la tabla 1. 
Sin embargo, en un plasma se prodwxn variaciones de la densidad cuyo orden de 
magnitud esa dado por 
donde c, es la velocidad del sonido ( ~ = 9 . 8 ~ 1 0 ~ ( ~ ~ l ~ ) ~ ~  cm s"; T en eV y p=t~Im,,). La 
variacibn de la presibn Ap en procesos dinsmicos, que se puede estimar a prtir de 10s 
t6rminos grad p, grad ~ ~ 1 8 n :  y pv.gradv (suponiendo que la viscosidad es pequeiia) en la 
ecuaci6n de movimiento (2.2), es ckel orden de Aplp-UAU+BAB/8np. Luego, la 
variacibn relativa de la densidad es aproximadamente 
donde M=U/c, es el nhe ro  de Mach y ~ = ~ ~ T I B ~ = ~ x ~ o - ~ ~  ~ T I B ~  (n es el n h e r o  de 
particulas por ~ m - ~ ;  k es la constante de Boltrmann). Por lo tanto, la condici6n de 
incompresibilidad Aplp<<l requiere que ~ ~ < < 1  y P>>l durante la evolucih del flujo. 
La .mayor parte de 10s resultados obtenidos en esta tesis asumen la validez de estas 
condiciones. Cabe notar que en este context0 el valor esthtico de P es irrelevante; lo que 
• importa es la diferencia entre 10s vdores iniciales y finales del campo magndtico. En el 
*,,:*. . 




2.3 Ecuaciones para flujos incompresibles. 
!@ I 
I > , - ,  
En el caso de flujos incompresibles (densidad d o m e )  con viscosidad y 
conductividad elhtrica constantes, las ecs. (2.1X2.7) se reducen a 
I, ' d '  
aA 
-grad Q= -+Bxv+v, rot B, 
at 
donde 
v=CJp, e= rot v, Pp/p + bf/2+v, mat' 
Tomando el rotor de (2.19>(2.20) para eliminar 10s gradientes de las magnitudes P y Q, 
- ';:-!,,I.: 
y observando que I ,>.,l. : . . U d L .  ' 
r o t ( e ~ v ) = v . g r d a , - a , - ~ v =  (v,co), 
rot(Bxv)= v-grad B-Bagrad v = {v,B), (2.22) 
donde {v,o) es el conmutador de 10s ampos vectoriales v y o, se obtienen las 
ecuaciones 
a0 1 




2.4 Funciones de corriente y de aujo magnhtico. 
I ,  En un flujo incompresible se puede representar la velocidad y el camp 
1' . .. 
v = grad 5x grad < (2.25) 
B = grad wx grad X (2.26) 
donde &, 6, ry y x son 10s "potencides de Euler" (Moffat, 1978; Roberts, 1967). El flujo 
de v y B a trav6s de una superficie abierta S limitada por una curva cerrada C se obtiene 
a partir de las expresiones 1.. .; ; I* 
La elecci6n particular <=z, (%(x,y), ~ = z  y vHx,y),  don& 6 es la funci6n de 
corriente y ryes la funci6n de flujo magn&ico, representa un flujo plano con sirnetria de 
traslaci6n en z. Las componentes de la velocidad y del camp magn&ico en coordenadas 
catesianas son 
El flujo de v a trav6s de un superficie de altura z, cuya intersecci6n con el plano (x,y) 
forma una line8 que une 10s pun- (x1,yl) y (~2,y2), es igual a [~(xz,yz>r(xi,y~llz. 
Adogamente, el flujo de B es [p(xz,yz)-Hxl,yl)]z. 
La eleccibn <=q, {={(z,r), x=cp, yy(z,r) comsponde a flujos con simetria axial 
(coordenada cp ignorable). Las componentes fisicas de la velocidad y &l camp 
rnagnbtico en coordenadas cilhdricas (z,r) son 
1% 
vz=-- 
1 %  v, = --- 
r a t . '  r & '  
Los flujos respectivos de v y B a travbs & un disco de radio r que esth contenido en el 
plano z=cte son iguales a 2@(r,z) y 2n&r,z). 
2.5 Ecuaciones reducidas. 
Cuando el problema posee una coordenada ignorable se obtiene una reduccibn 
importante del conjunto de seis ecuaciones (2.23X2.24). A continuacibn se presentan, 
sin demostracibn, las ecuaciones reducidas para flujos planos con sirnetria de traslacibn 
y flujos axialmente sim6tricos. Una derivaci6n detallada de las ecuaciones reducidas de 
la m a g n e t o h i d r o ~ c a  con efectos disipativos en coordenadas curvilheas, se puede 
encontrar en Gratton & Heyn (1 989) y G r a m  Bender & Gnavi (1 996). 
I j -: 
25.1 Flujos con simetria de traslaci6n. 
Para flujos con sirnebria de traslaci6n (coordenada z ignorable) de la forma 
v = grad ex e, + vze,, 
las ecuaciones reducidas en c o o r d e h  cartesianas (x,y) son 
11 
donde 
La presidn se obtiene a posteriori cl difefencial exact0 
donde 
- 1  
.. ' 11. 
2.5.2 Flujos con sirnetria axial. I '  
Para flujos axialmente simMcos (mrdenada 9 ignorable) de la forma 
las ecuaciones reducidas en coor&* cilindricas (z,r) son 
. k ,='"I' 
donde 
La presidn se obtiene integrando el difetencial exacto 
donde 
3 Intensificaci6n y disipacibn rhpida del campo magnhtico. 
3.1 Flujos incompresibles planos con un punto de estancamiento. 
El conjunto de ecuaciones redmidas (2.31)-(2.34) admiten urn familia de 
soluciones exactas de la forma 
5=xf(y,t), yr=W(~,t), (3.1) 
donde {(x,y,t) es la funci6n de corricnte y &,t) es la b c i 6 n  de flujo magnbtico. El 
flujo representado por (3.1) tiene un punto de estancamiento en el origen cuando 
RO,t)=O. El camp0 magnbtico esta formado por lineas rectas con componente en la 
dimcci6n x solamente (araw/&=O). h soluciones tienen la propiedad de que el 
tbrmino [ ~ ~ ~ y i ~  en (2.31) es idhticamente nulo. Por lo tanto, la ecuaci6n de 
movimiento se desacopla de la evoluci6n del camp magnCtico y se puede estudiar por 
separado. 
La ecuaci6n que rige el movimiento &l plasma es 
don& f denota la derivada y C(t) es una h c i h  del tiempo que mide el gradiente 
& presi6n (lineal) en la direcci6n x. El campo magrktico B(y,t)+@@ s a t i s b  la 
ecuaci6n 
La distribuci6n de presi6n se obtiene a partir de las soluciones 0 , t )  y B(y,t) usando la 
f6nnula 
donde po es una presi6n constante de refkencia. El gcadiente lateral de la presi6n 
&I&=-pCx es el motor del flujo y canmteriza su intensidad. El movimiento resultante 
del plasma es independiente del campo magdtico, que solamente modifica la presi6n a 
travts del tkmino ~ ~ 1 8 %  en (3.4). En cambio, la evolucih del campo magn&ico es 
fktemente influenciada por el movimiento. Dada la importancia que reviste la forma 
del movimiento en la evoluci6n del amp magdtico, a 'continuaci6n se rspasan 
al,gunas soluciones de (3.2) quc son re1- para las aplicaciones de esta tesis. 
3.L1 Soluciones irrotacionales. 
Se puede verificar por sustitucih clirecta en (3.2) que existe una m l i a  de 
mlaciones de la forma 
Estas soluciones representan flujos hmtacionales (rotv4) con un punto de 
estancamiento en el origen (fig. 1). El caso mbr scncillo, con e l % t e  (ap!aX=pCox), 
Si se establece un gradients de @6n ap!&=pCox a t=O (A para t=O) se 
obtiene la soluci6n 
a(t) = Ktmb(,/c t), (3.8) 
cuyo lima asint6tico a ( t + o ) ' ~ o ~ ~  oolaoponde a (3.7). En el caso m6s general, 
cuando el @ente de presi6n cambia en fioansa abrupta, con C(t) pasando & un valor 
inicial Co a un valor C1 (C1>&), se obtiene 
donde 
Esta soluci6n incluye a (3.7) y (3.8) como cam particulates. 
Por el contrario, si el gradiente de p d 6 n  cesa de actuar a t=O, con C(t) pasando 
& un valor para t 4  a C=O para t>O, el mvimiento subsiguiente decae lentamente 
con 
La fig. 2 muestra en forma comparativa el cpmportamiento temporal de las soluciones 
(3.8) y (3.1 1). 
3.12 Flujos limitados por paredes. 
Las soluciones irrotacionales del inciso anterior corresponden a un plasma 
idhito sin contomos fisicos donde la componente de velocidad v, crece en forma lineal 
con la coordenada y. Cuando se consideran sistemas limitados por "paredes" (que 
podrian modelar un plasma de densidad mayor) se obtienen soluciones con vorticidad 
distinta de cero. En estos casos el movimiento se puede establecer & dos maneras: i) 
por la accibn de paredes s6lidas que empujan el fluido hacia el punto de estancamiento; 
ii) mediante la inyecci6n de fluido a travCs & paredes porosas que se encuentran fijas. 
El caso i) se puede analizar despreciando el desplazamiento de las paredes para valores 
pequeiios del nhe ro  de Reynolds &=Uh/v, donde U es la velocidad de las paredes y h 
es la distancia de las mismas a1 punto de estancamiento (Gratton & Bender, 1991). El 
caso ii) ha sido estudiado por numerosos autores (ver, por ejemplo, T e d ,  1964 y 
Zaturska, Drazin & Banks, 1988). En el trabajo de Zaturska et al. (1988) se investiga la 
estabilidad de este tipo de flujos, incluyendo la existencia de bifurcaciones en 
soluciones correspondientes a inyecci6n y succi6n de fluido a travCs de las paredes (sin 
campo rnagnhtico). 
Si se inyecta fluido con velocidad normal U a trav6 de dos paredes porosas 
ubicadas en y=fh, las soluciones estacionarias correspondientes a 10s limites &<<I y 
%>>I (&=Uh/v) son (Bender, 199 1) 
donde ap/&=pCx. Los perfiles de la velacidad no rmaiizada @)/U difieren muy poco 
en ambos limites y son lineales (es deck, el movimiento es casi irrotacional) cerca del 
punto de estancamiento, como se puede ver en la fig. 3. 
Figura 3. Solucioms psra hjos lhnitados por panda. 
--;, * :. : : 
. * 
$: : Las soluciones anteriores se extienden fkilmente para incluir componentes de &$. -- . : 
velocidad v, paralela a las paredes, que se pue&n originar a partir de un gradients de 
p s i &  constante en la direcci6n x (flujo de Pohcuille) o por el desplazmiento lateral 
de las mismas (flujo de Couette). Si a la b i 6 n  b corriente d e U  en (3.1) se le 
stam una funci6n adicional de la f o m  
k=  x f(y,t)+g(y,t), 
mtmces g(y,t) se obtiene a partir de la ecwi6n 
- donde @,t) es soluci6n de (3.2). La conetaade K -ta el valor del @ente de 
presi6n coostante en la direcci6n x, ~ p ~ & = p C k - K .  En la fig. 4 se rnuestrau las 
line85 de corriente comspondientes a soldona con K=O y %<<1, que sa t i sbn  las 
condiciones & contorno g(&)=l en d cam (a) y g(&pl en el caso (b) (Gratton & 
Bender, 1991). Estas soluciones podrian W l a r  el flujo oblicw & dos plasmas de 
distinta densidad y son d o g a s  a las o W d a s  por Besser, Biernat & Rijnbeek (1990) y 

WylQo esth pr6cticamente "congelado" a1 plasma Luego, a partir de (2.16) se obtiene 
para la componente x 
donde B y 6x son, respectivamente, el camp magn6tico y la linea material (que se 
mueve con el fluido) a tiempo t, correspwdientes a 10s valores iniciales Bo y 6x0. De las 
ecuaciones de las trayectorias de 10s elementos del fluido 
8I x = x,e , y = yoe-*, 
resulta que 6x/6~0=6yd6y. Por lo tanto, tomando Gyo+ y 6y=6 se obtiene 
La expresidn anterior da una estimacidn del orden de mgnitud de la intensificacidn del 
campo magndtico, que es amplificado por el flujo debido al "estiramiento" 6xlGx0 de las 
lineas maptiticas. 
Este resultado tambidn se puede obtener a partir & la conservacidn del flujo 
magdtico. En un movimiento de la fonna (3.18) la altura 6y de una linea material se 
reduce a medida que se acerca a1 origen en y=O (fig 5). La conservaci6n del flujo 
m a p a c o  Bdy implica entonces que el valor medio del camp map&ico debe 
X 
Figura 5. Lineas matedales en un flujo hmtacid con un punto de estancamiento. 
aumentar en la misma proporci6n. Un mnarniento d o g o  aplicado a la componente 
By del camp magnttico muestra que dsta tiende a reducirse, ya que en este caso el 
ancho 6x de la linea material & tamdo cuando se acerca al origen. 
A partir de (3.16) y (3.1 9) se obtiene que la energia magnttica total por unidad 
de h a  en la lh ina  de corriente (de ancho 6) es 
donde ~ ~ = b ~ : / 8 n  es una estimacibn de la energia magn6tica inicial (por unidad de 
&ma). La disipacibn Joule en la l&a de comente durante el estado final estacionario 
es aproximadamente igual a WM por cada lla unidades de tiempo. El tiempo 
caraderistico del proceso de intensificaci6n, que se puede estimar haciendo 
h&=exp(*) en (3.1 8), es del orden de 
En este lapso de tiempo la energia alcanza el valor dado por (3.20). Comparando (3.21) 
con el tiempo caracteristico de difusi6n tD=h02/vm se obtiene 
Cuando 8, es grande el tiempo de intensificaci6n & es varios 6rdenes de magnitud 
menor que t ~ .  Por ejemplo, para y R,,p107, que representan valores tipicos en 
plasmas solares (ver la tabla 1 del capitulo 2) se obtiene t p l o 9  s ( ~ 3 2  aiios), mientras 
que *so0 s. 
La energia magn6tica total disponible inicialmente en un volumen de plasma 
Ve&L es aproximadamente WO=(B/~~~~)VO. El movimiento del plasma amplifica 
esta energkt hasta un valor w=w&'~ en un tiempo del orden de l/a (que represents un 
"tiempo & tdmito" & la particula de fluido). La densidad de energia W!6 en la 1Bmina 
de corriente final es aproximadamente ww&. Suponiendo que se distribuye de 
manera d o m e  entre las particulas, la energfa por particula puede alcanzar valores 
muy elevados del orden de 0=(13)(wdn)&. 
3.3 Intensificaci6n y disipaci6n r6pida en una solucidn elemental. 
El proceso de intensificacibn y disipacih rhpida de la energia magndtica en 
flujos de estancamiento se puede ilustrar mediante una solucibn particularmente sencilla 
de las ecuaciones magnetohidrodin~cas, Esta solucibn describe la evolucibn de una 
componente de Fourier del camp magn6tic.o inicial (Gratton, Gnavi & Bender, 1992). 
La ecuacibn que rige la evolucibn de un camp magnbtico B,=B(y,t) en un flujo 
irrotacional con fiay (a=cte) es 
En el estado inicial se asume una distribucibn & camp0 magnktico que corresponde a 
un mod0 puro de Fourier 
B(Y,O) = bosen(4~) 9 (3.24) 
donde l~ es el nirmero de onda inicial y bo es la amplitud del modo. R e e m p b d o  en 
(3.23) una solucibn de la forma 
la ecuaci6n resultante se separa en 
de donde se obtiene 
En (3.26) se ha introducido una escala arbitmia de longitud ho, que represents el 
tamaiio de la regi6n del flujo (en la dimcibn y). Usando ho se puede defiinir una 
velocidad caracteristica v,=Uo=ah y el nlintero & Reynolds magnCtico R,,,=ahoz/v,. 
La amplitud de la solucibn (3.26) crece desde su valor inicial bo hasta alcanzar 
un valor m ixho  
en un tiempo igual a 
Despuds de t~ el camp0 magn6tico se extingue dpidamente, con un decaimiento 
2 3 
at 
Figura 6. Evolucibn de la ampbi  en una soIuci6n elemental con Wl. 
proporcional a e~~[-(~~vm/a)ex~(2at)]  par  t r o .  Este comportamiento se debe a1 
crecimiento exponential del nfimero de onda k(t), que da lugar a la disipaci6n eficiente 
del campo magndtico en lhinas de corriente muy intensas (ipaBl@ak(t)). La 
evoluci6n de la amplitud b(t)/bo se @c(t an la fig. 6, donde el decaimiento riipido de la 
soluci6n se observa claramente para valores grandes de R,. 
La solucibn elemental (3.26) rnuestm dos tendencias k i c a s  que son comunes a 
todas las soluciones en flujos planos: i) la amplificaci6n del camp magndtico es 
proporcional a bl"; ii) el tiempo caractenistico del proceso de intensificaci6n 
(acom~abdo por una disipaci6n importante) es pmporcional a (1nRm)/2a. Este tiempo 
es del orden del tiempo hi-w lla y depende dkbilmente de R,,, (ln w - 1 8  
para R, entre 1 03- 1 o*). En ausencia de movimiento el campo magnetic0 inicial(3.24) se 
extinguhia en un tiempo del orden & b=l /v&~~,  que componde al tiempo difusivo 
clhsico. Por lo tanto, el movimiento acelera el decaimiento por un factor 
t d t M - 2 W .  
La energia disipada en una celda de tamAHo igual a una longitud de onda A=2dk, 
donde h(t)-e-", se puede calcular ~ ~ t e .  Si Eo=(2&)(b02/8~) es la energh 
magnitica (por unidad & h a )  contedda inicialmente en la celda, la energia disipada 
entre t=O y t- es 
donde q=@&))2/%1. Para W > l  (q<<l) a obtiene 
En consecuencia, un plasma con energhi inicial Q puede llegar a recibir una cantidad de 
energia del orden de EO(&,)' por d h i i 6 n  Joule, en un tiempo del orden dc 
tM=lnR&a. La energia disipada es cntmgada principalmente en una regi6n de tamafio 
~ 2 7 d l c & w o a t M ~ 2 ? ~ k o ) % 1 - ~ ~ .  
Cabe observar que en las expresioncs anteriores se ha supuesto la existencia de 
una escala arbitraria b para el tamail0 dc la regi6n &l flujo. Wrictamente, la escala 
natural cotrespondiente a la condici6n inicial (3.24) es b=lk por lo que las ecs. 
(3.26)-(3.28) deben leerse con &=l (R,,,w2/vm). Para configuradones inicides de 
tamaiio finito, donde el campo magdtio es distinto de cero solamente en una regi6n de 
ancho b, se ten& Wl. En estos cams 10s valores exactos de h y 
corxespondientes a un modo de Fouriex dependen de la raz6n entre la escala ho del flujo 
y la longitud de on& del mod0 (-lflro). 
3.4 Evolucihn del campo magnhtico en flujos con transitorios. 
La evoluci6n de ma componente de Fourier del camgo magn6tico inicial 
tambikn se puede obtener en el caso de movimientos irrotacionales no estacionarios de 
la forma 
f =  a(t) Y , 
donde a(t) es una funci6n del tiempo que satisface (3.6). Reemplazando en (3.23) la 
soluci6n 
se obtienen las ecuaciones 
'@ Figura 7. Evoluci6n del campo magdtico en fly- con tmsitorios. 
t *  
Para M movimiento que arranca del reposo dado por (3.8) la soluci6n es 
k(t) = k, cosh(a,t) 9 
'donde a,=a(tt-w). Esta soluci6n tiende a (3.26) despds de untie- del orden & I/& 
y es cualitativamente similar a1 caso a=&*& 
La evoluci6n del camp0 magn&co GS muy diferente cuando se considera el 
decaimiento &I movimiento descripto por (3.1 1). En este caso se obtiene 
donde kl y bl son, respectivamente, el nhero  de onda y la amplitud del mod0 a H. El 
decaimiento del campo magndtico se produce lentamente, prolonghdose por un tiempo 
mucho mayor que l/ao cuando R, es grande. Si, por ejemplo, en la soluci6n (3.26) el 
gradiente de presi6n cesa de actuar cuando la amplitud del campo magndtico alcanza su 
valor W i m o  h, se tiene que (h~kl)~=R,,, y bl=b@,Je)lR y transcurrid un tiempo 
~ k ( l / ~ ) ( % ~ e ) ~ "  a partir de t~ hasta que la amplitud vuelva a su valor inicial b. 
Durante este interval0 la disipacibn en la 1- de comiente a h  es relevante. 
El proceso de intensificacibn del campo magndtico durante el arranque del 
movimiento se produce en tiempos mucho menores que su extincibn durante el fiemido 
del flujo. El movimieato del plasma, que no puede seguir 10s cambios abruptos del 
gradiente de presih, mantiene la h h a  de corriente porque sigue actuando el 
mecanismo de "estiramiento" de las lineas magtu%cas (ec. 3.17). En consecuencia, un 
campo magn&ico localizado inicialmente en una peq- regi6n de tamafio -IR, 
cuya disipaci6n completa se pmiuciria en un tiempo tD=62~~,'l/ao si el movimiento 
cesara abruptamente, se extingue en un lapso much0 mayor t&'" durante el lent0 
decaimiento del flujo. En la fig. 7 se comparan las soluciones (3.34) y (3.36) con h&=l 
y &=5000. 
4 Formaci6n de 16minas de coniente en flujos planos. 
4.1 Evolucibn del campo magnhtico. 
En este capitulo se estudia la evoluci6n del camp magndtico en un flujo con 
sirnetria plana (coordenada z ignorable) a partir de condiciones iniciales m6s generales 
(Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La configuraci6n de campo magndtico, que se 
muestra en la fig. 8, incluye una componente adicional Bz=D(y,t) normal a1 plano del 
movimiento ademiis de la componente Bx=B(y,t). Las ecuaciones que rigen la evoluci6n 
del camp0 magndtico en presencia de un movimiento irrotacional con Q,t)=a(t)y (ver 
secci6n 3.1) son 
La distribuci6n de presi6n se obtiene a partir de 
La ec. (4.1) contiene un tdrmino adicional aB que es el responsable de la arnplificaci6n 
de la componente Bx (cuando a*) y que no aparece en (4.2) para la componente Bz. 
Ambas ecuaciones son invariantes h n t e  a1 cambio de variable y+-y, por lo que 
admiten soluciones con paridad d e w &  my. Ademsis, por ser lineales, toda soluci6n se 
puede expresar como una combinaci6n de soluciones pares e impares (con respecto a la 
transformaci6n y-+-y). 
Haciendo el cambio de variables 
la ec. (4.1) se transforma en la ecuaci6n de difhi6n 
Figura 8. Configuraci6n de flujo y camp0 magnt%co. 
La escala de longitud ho comsponde a la extensi6n de la regi6n del flujo en la direcci6n 
y. Cuando el movimiento es estacionario ( a ~ c $ ~ = c t e )  las nuevk variables son 
donde &=h2/vm es el nrimero de Reynolds magutico calculado usando la velocidad 
caracterhtica U=ab. En lo sucesivo st supone que %, es grande. 
4.2 Soluci6n general del problema de valores iniciales. 
Partiendo de una distribuci6n inicial de campo magnCtiw B*(<,O)=B(y,O), la 
solucibn para todo tiempo posterior esta dada por la integral de Poisson 
donde la condici6n inicial debe satis- la condicibn 
IB*(~,o)~ )J< M 
Alternativamente, se puede calcwar la soluci6n B*(<,o) a partir de la 
transformada de Fourier de la condicih inicial 
Aplicando la identidad de Parseval 
la energia magndtica @or unidad de h) como funci6n del tiempo es 
Multiplicando a (4.1) por B(y,t) e htegrando por parks, se obtiene la ecmci6n de 
evoluci6n para la energia magn6tica 
donde se ha supuesto que W(t) no diverge. La energia disiirtda por calentarniento Joule 
@or unidad de h) desde t=O es 
que se calcula fhcilmente conocido W(t). 
4.3 Sistemas sin inyeccibn de flujo magnhtico. 
Como una primera aplicaci6n de las f6rmulas (4.8X4.11) se consideran 
distribuciones iniciales de camp magnctico con flujo magn6tico total finito (por unidad 
de longitud en z) 
La integral (4.13) estd bien definida para distribuciones de campo magnitico que 
tienden a cero miis riipidamente que 1/W para M+co. Esta condici6n irnplica que 
lim~-yB+O o, equivalentemente, vyB-+O para li+x (pues vpay). Por lo tanto, no 
hay ingreso de flujo magn6tico a la configuraci6n desde las fionteras lejanas del 
sistema: el campo magnitico evoluciona "libremente" sin la influencia de agentes 
magn&icos externos. Se trata entonces de estudiar la evoluci6n de una semilla inicial de 
camp magnitico existente en la regi6n consideradit. En el capitulo 7 se consideran 
sistemas "forzados" con inyecci6n continua de flujo magn&ico, don& vyB+cte para 
lul-. 
El campo magnitico inicial B(y,O) se puede descomponer en una parte par, cuyo 
flujo total Fp, es distinto de cero, y en una parte impar con FimpcQ. A partir de Ia 
integral de Poisson (4.8), que se puede escribir de la forma 
y tomando el limite t+m, se obtiene 
En consecuencia: 
L a  soluciones impares ( P O )  originah a partir de campos rnagndticos 
iniciales integrables en valor absoluto en el interval0 (-,a) decaen asintdticamente 
para t*. Las soluciones pares correspondientes (330) tienden todas a la solucidn 
gaussiana (4.16). 
La componente impar del camp magdtico se aniquila completamente con el 
paso del tiempo, despubs de una etapa i n i a  donde es amplificada por el flujo (cuando 
10s efectos disipativos a h  no son jmwrtantes). En cambio, la componente par termina 
par concentrarse en un iilamento gawiano estacionario de ancho Wh0~1.18&'~ 
(correspondiente a 112 de la ahma & la campana), don& alcanza un valor pico de 
~ Z ~ " F ~ ~ / ~ ~ F V ~ ) * F .  El filarneat0 magn&co persiste indefinidamente mientras 
dura el movimiento, manteniendo un equilibria e s t a c i o ~ o  entre- amplificaci6n, 
advecci6n y disipaci6n. En la fig. 9 se muestra la formaci6n de la soluci6n gaussiana a 
partir de un camp0 magndtico inicial par que presents ondulaciones, obtenida integrando 
numdricamente la ec. (4.1) en el interval0 finito -lly/i~&l con &=SO00 (ver el 
apdndice). 
Cornparando la energia magnttica en el estado final W, (calculada a partir de la 
soluci6n 4.16) con el valor inicial(4.14), st obtiene 
es un factor que depende solamente de la forma de h distribuci6n inicial. La energia 
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magn&icafinal esblnveces mayorcpakhdd.l ammcw del h ~ d e  frmnrr, cpe 
con @l gaussiano B ( y , ~ ) a r r ~ [ ~ ~ ~ D ~ ~ ~  se obticne (4x)%, por lo qm 
El dentamienlto Joule @or unidad de ha) en el sNdo disiptho final es 
Ester resultados se ven reflejados en lap curvas de la fig. loy obnidas 
integrando la a. (3.4) en el inte~alo finao -1s~-1 usando un mCtodo dc dikencias 
. . finitas. Se consideran dos tips de movrrmcllto: i) euy, irrotacional (heas continuas) y 
ii) +U0sen(zy/2ho), invfscido rotacid cc. (3.13) (lineas punteadas). La velocidad en 
10s limites del interval0 se normalizd hrtciendo fl*/ho)+l, y en to do^ 10s usos 
&=5000. La condici6n de oontomo pa el ormpo magnCtico es B(-)-o, con lo cual 
se asegura que no hay ingreso de flujo magnttico a la regi6n del dculo. La fig. 10a 
muestra la evolucih & la en+ magdca W(t) para sol&es para con 
B(y,0)=Bocos(xy/2~) y soluciones impmes con B(y,O)=Bosin@y/ho). En la fig. lob se 
grafica la disipaci6n Joule J(t)/aWo correspondiente. Independientemente del tip de 
movirniento, se observa que las soluciones pares tienden asint6ticamente a un estado 
estacionario. En carnbio, las impares decaen completamente despuds de una etapa de 
arnplificacion. El decaimiento de las componentes impares y la consolidaci6n de las 
componentes pares en estructuras disipativas estacionarias son caracteristicas generales 
de las soluciones en sistemas sin inyecci6n de flujo magndtico. 
4.4 Conservaci6n del flujo magnetic0 total. 
Integrando la soluci6n gaussiana (4.16) se comprueba que el flujo magndtico 
total correspndiente al estado final, definido por ~ ( t + a ) = ~ ~ ( t + ) d ~ ,  es igual a1 flujo 
inicial (4.13). La conservaci6n del flujo magn6co total en sistemas sin inyecci6n de 
flujo magnBtico se puede demostrar en general integrando la ecuaci6n del campo 
magnCtico (4.1) para obtener 
donde se ha usado que IBI+O msls Apidamente que 1/M para M+. 
Por otra parte, observando que la ec. (4.1) posee una soluci6n estacionaria de 
t i p  par dada por 
e igualando el flujo magndtico inicial a 
se deduce (4.16) inmediatamente. 
4.5 Evolucibn de la componente normal de campo magnetico. 
La ec. (4.2) describe la evoluci6n de la componente normal de camp magn&ico 
Bz=DQ,t). Si D(y,t) decae mhs Apidammte que 1/M para M+co ( w D + O ) ,  el 
flujo magn&ico por unidad de h a  en el plam (x,y) definido por 
es finito para todo tiempo t. Integrando (4.2) entre (-oo,co) se obtiene 
Suponiendo a=cte se tiene que F(t)=F(O)exp(-at), por lo que todas las soluciones pares 
(Fa) se extinguen en un tiempo del orden de lla. En el caso de las soluciones impares, 
donde F(O)=O, la ec. (4.33) asegura solamente que F(t)=O para todo tiempo t. Sin 
embargo, multiplicando a (4.2) por D(y,t) e integrando por partes se llega a la expresi6n 
cuyo signo es definido negativo @or ser &). Lwgo, la energia mgn6tica siempre 
disminuye y las soluciones impares tambidn se extinguen para t*. El decaimiento de 
Bz se debe a que el movirniento no amplifica esta componente de campo magnt%co (ver 
ec. 2.16). 
Las soluciones estacionarias de (4.2) son 
en cuyo caso las integrales para el flujo magn&co y la energia magn6tica divergen. 
Estas soluciones pueden existir solamente cuando hay una inyecci6n continua de flujo 
magnktico que crece linealmente con la c o o h d a y ,  pues ~,,DI-layDoSll para lfl+. Si 
la tasa de inyecci6n de flujo mgn&ico disminuye, por ejemplo tomando un valor 
constante con lhq,,+,b$l-+cte, las solucioncs estacionarias no se pueden mantener y el 
campo magn6tico comienza a decaer. 
El problem general de valores iniciales para la componente normal de campo 
magntico D(y,t) se puede resolver haciendo el m b i o  de variables 
que transforma a (4.2) en la ecuaci6n de d h i 6 n  
Las soluciones de (4.37) se obtienen a partir de la integral de Poisson (4.8), o bien 
usando la f6nnula de Fourier (4.10). 
5 Energia magndtica. 
5.1 Evoluci6n de la energia magnktica. 
A partir de las ecuaciones de Maxwell y la ley de Ohm (2.4) se obtiene la 
variaci6n de la energia rnagnCtica (Roberts, 1967): 
Por otra parte, multiplicando la ecuaci6n de movimiento (2.2) escalarmente por v 
(suponiendo que la densidad p y la viscosidad p son wnstantes) la variaci6n de la 
energia cindtica esth dada por 
donde 
es el tbrmino de disipacidn viscosa. Cuando el movimiento es estacionario ambas 
expresiones se pueden combinar para eliminar el t h i n 0  correspondiente a la potoncia 
de la fiena de Lorentz v-(jxB), de donde resulta 
Los t6rminos a la derecha & (5.3) corre9ponden, respectivamente, a1 flujo del vector de 
Poynting, la potencia de 10s e s f b z ~ ~  nomuler, la disipaci6n Joule y la d i s i i 6 n  
viscosa. 
En el caso particular de flujos planos de aniquilaci6n magnbtica, con un campo 
magnCtiw &=B(y,t) y un movimicnto inotacional e s t a c i d o  dado por (3.7), la 
variaci6n de la energia m8gnCtica @or midad de Area) se puede obtener ditectamarte a 
partir de (4.1). Multiplicando por B(y,t) e i a t c ~ d o  entre (-m,m), la expresi6n 
resultante es 
donde se ha supuesto que yB+O para M~co. La primera integral de la derecha 
represents la p6rdida de energia pot dbipacibn Joule, mientras que la segunda es la 
contribucibn a la energia debida a la amplificaci6n del camp magnitico por el 
movimiento (ver capitulo 3). 
5.2 El origen de la amplificaci6n de la energia magdtica. 
El origen del t6rmino de arnplificaci6n en (5.4) se puede descubrir integrando la 
expresibn general (5.3) sobre una regi6n rectangular R del plano (x,y) definida entre 
LM.L y -My&. Para un movimiento irrotacional con un punto de estancamiento 
de la forma (3.7) se time que 
v2 div(p grad T)  -E, = 0. 
Por otra parte, para By=Bz=O el vector de Poynting se reduce a 
ExB c 
c-=-E B e 4rt 4% = X Y '  
donde e, es el versor unitario en la direccibn y. Luego, 
a B~ c 1 v aB 
- I - d x d y  = - &-E,B~, ndl - 4(p + & )V . ndl - 12(-)' dxdy , (5.6) &,8x a4.1c d~ ~ 4 n  
donde n es el versor normal a la hntera dR. Haciendo h-m, y suportiendo que B+O 
para luf+ @ es constante), desaparece la contribuci6n debida a1 flujo del vector de 
Poynting para dar 
Cornparando (5.7) con (5.4) se obtiene 
El tkrmino responsable del aumento de la energia magnCtica proviene entonces 
de una disminucih de la potencia lldl ejmida por la presi6n didmica p+(1/2)~? 
sobre la regi6n R. La ec. (5.8) tambib se puede d b i i  de la forma 
donde se ha reemplazado la velocidad vx en x=fL, por su valor v&aL (vx=ax). De 
(5.9) se deduce la siguiente versi6n maptohi drodinsmica de la ecuaci6n de Bernoulli 
que tambibn se puede obtener directamente a partir de (4.3). Como el movimiento del 
plasma se supone estacionario, el aumento de B2/8n se realiza a expensas de una 
disminucion local de la presi6n. En consecuencia, la intensificacibn del campo 
magndtico en el modelo incompresible estri limitada en la prrfctica por el valor 
asintdtico de la presidn d i h i c a .  
5.3 Una cota superior para el crecimiento de la energia magnhtica. 
Integrando la ec. (3.3) sobre una regi6n de tamdo finito defhicla entre -&ydb 
se obtiene 
donde 
es la energia magndtica total por unidad de h en la regi6n y @) es una solwibn 
estacionaria de (3.2) (v,=xf'Q, vy"@)). Para valores grandes del n h e r o  de Reynolds 
magnetic0 R=yh~~lv ,  el tetmino difusivo (vJ4n)BaBldy es despreciable en y=fho. Sin 
embargo, como f&~)=-f(-ho)>o la energia magn6tica W(t) tiene una contribuci6n 
adicional (adem& &l termino de amplificaci6n) debido a1 flujo de energia magnttica a 
trav6s de las fionteras de la regibn, representado por el termin0 f~'18n evaluado en 
y=fho. 
Si y=max(f) es el valor mhximo de la derivada de Q) en (-hoJlo), entonces 
Por lo tanto, si B(y,t) es una soluci6n de (3.3) tal que B(y,t)sO para lyl* se tiene que 
Este caso puede darse si el camp0 magn&ico inicial B(y,O) es distinto de cero solamente 
en una regi6n de tamafio mucho menor que ho y %, es lo suficientemente grande, de 
manera que la soluci6n no difimde hasta yxho en un tiempo apreciable. Tambikn se 
puede considerar a B=BI-B2 como la s u m  de dos soluciones con las rnismas 
condiciones de contorno Bl(fho,t)=B2(fho,t), pero con distintas condiciones iniciales 
B l(Y,O)*B2(y,O). 
Para todo h c i 6 n  p Q  derivable en el intervalo (-u) se cumple la desigualdad 
pues (w~@'+PB)%o. Luego, como por hip6tesis B=O en yfbh resulta que 
Tomando p=(nlW,)tan(1ryl2L), con h&<1 para evitar la singularidad en y=& la 
expresi6n anterior se transforma en 
bmplazando en (5.13) se obtiene una cata superior para el crecimiento de la energia 
magnCtica de la forma 
donde &*=yh~~lv,,,, cuya integral es 
Este resultado garantiza que W ( t w  para t+ cuando %*<&. Por lo tanto, 
t& las distribuciones iniciales de camp0 magdtico con ~m*<d/2 tienden a la misma 
solucibn asintbtica si las condicionm de contorno son idinticas. Para valores de 
&*> .%! la ec. (5.18) indica solamsnt. que la energfa W(t) no puede crecer m h  
dpidamente que exp(yt). Tipicamente, p U A  es aproxhadamente igual a1 inverso del 
tiempo que tar& una pariicula de fluido en recorrer la regi6n del flujo (un tiempo de 
"trhsito"). 
6 Soluciones autosimilares. 
6.1 Reducci6n a ecuaciones en derivadas ordinarias. 
La ecuaci6n para la componente &=B(y,t) del camp magnttico posee un 
conjunto infinito de soluciones analiticas de tipo autosimilar. Este conjunto incluye 
soluciones pares e impares sin inyeccibn de flujo magndtico y una soluci6n impar 
estacionaria sostenida por inyecci6n continua de flujo magnttico (Gratton, Gnavi & 
Bender, 1992). 
Partiendo de la ec. (4.1) 
donde a(t) puede depender del t i e m  (ver capftulo 3), se buscan soluciones de la forma 
B(Y, t) = b(t)H[y(tXy -rl(t))l. (6.1) 
La variable autosimilar es zq(t)(y-~(t)), don& fit) y q(t) son funciones del tiempo a 
determinar y b(t) es la amplitud, tambih variable en el tiempo, de la soluci6n 
autosimilar. Reemplazando la solucibn (6.1) en (4.1) se obtiene la siguiente ecuacibn 
para H(z): 
Luego, para las hciones y(t), q(t) y b(t) que satisfacen 
donde k, q y h son constantes arbitrarias, se time que H(z) es solucibn de 
Cabe obsrrvar que en las ecs. (6.3X6.6) se pueden tomar M y q=l sin pCrdida de 
generalidad, ya que esto equivale a defint una nueva variable autosimilar e=q'Rz + 
&IR en (6.1). 
Haciendo el cambio de variable 
las ecs. (6.3)-(6.5) se escriben (con A=O y q=l) de la forma 
Cuando el movimiento es estaciowio ( m t e )  se time que T=at. Defbiendo 
donde ~ = a h ~ ~ l v , ,  se obtiene 
Las soluciones de (6.10) y (6.12) son 
don& lo=y(T=O). La amplihd b(T) se calcula a partir de la solucih para T(T) 
observando que (6.13) se puede escribir de la forma 
Integrando esta ecuaci6n y reemplazando (6.15) se obtiene 
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La amplitud de la soluci6n autosimilar crece sin lfmite cuando A<O. Si h>O, 
entonces b(T) tiende asint6ticamente a cero, despuh de alcanzar un valor mhimo 
en un tiempo 
Tomaado A= 1 y y(O)= lh (7 0=&-lR) se obtiene 
1 
TM = ~ l a ( R ,  -11, (6.20) 
que para valores grandes de %, corresponde en forma muy aproximada a las expresiones 
(3.27)-(3.28). 
Cuando A=O la ec. (6.6), con k 0  y q=l, se reduce a 
que tiene dos soluciones, una par y otra impar, de la forma 
a 
La primera represents campos magdticos con perfiles gaussianos cuya intensidad b(T), 
posici6n q(T) y ancho (proportional a m2) umbian con el tiempo. Son soluciones sin 
inyecci6n de flujo magnt%co ( v Y B 4  para M+a) que tienden asint6ticamente a fonnar 
un filament0 gaussiano estacionario centrado en y=O (ec. 4.16). La soluci6n impar 
(6.23), que se conoce como la funci6n & Dawson (Abramowitz & Stegun, 1972), 
reprcsenta campos magn6ticos que para t+ tienden a la soluci6n estacionaria de (4.1) 
sostenida por inyeccibn continua de flujo magnktico (Sonnerup and Priest, 1975). En 
efecto, cuando lfl+ la funci6n de D a w n  decrece wmo lllfl, por lo que l@,,+,,vYB 
tiende a un valor Mto. 
La soluciones para 7 (T) y b(T) cmmqmdientes a h=O son 
- 
Para valores de T+>l, que cormponden a un campos magn&cos iniciales muy 
localizados en torno a y=qo (ver por ejemplo la ec. 6.22), la funcibn T(T) decrece 
dpidamente y alcanza su valor asint6tico 7,=1 en un tiempo del orden de lla. La 
amplitud bCT) tambidn decrece durante este t i q .  En el limite de To=- se obtiene 
una funci6n de Green, es decir la solueih wrrespondiente a la condici6n inicial 
B(y,OW-qo). Cuando To<<l y bo<<l se time un campo magn&co inicial ddbil y 
poco localizado en el espacio. En este caso, tanto 7(T) wmo b(T) crecen en forma 
mon6tona hasta alcauzar sus valores a s M c o s  respectivos 7 oar 1 y baO=bd7 o. ~n la fig. 
1 1 se muestra la evoluci6n de una soluci6n gaussiana con To=O. 1, bo=O. 1 y qo=20. 
6.3 La solucibn general para H(z). 
Haciendo en (6.6) el cambio de variable 
H(Z) = e-'"Qz) 
se obtiene la ecuaci6n de Kummer 
Las soluciones regulares de (6.27) son las funciones de Kummer (prtenecientes a la 
W l i a  de las hciones hipergeom&icas confluentes) y pueden ser pares o impares. 
Estas soluciones se pueden escribir & la f o m  
h d e  M(a,b$/2) represents la h c i h  6c ICunmc~ dcfinida por 10s dos pu6mctros a,b 
(Abramowitz & Stegu~, 1972). Para - l a 4  las solucioms Hp(c y & decaen m8s 
lentamente que 1/M para b, por lo qw h v , B  diverge. Por 10 tanto, esbs 
soluciones crecen indesdamente, es deck b(T-)ao)-m, como tambib se desprmde 
do (6.37). En cambia, todas las sducianes autosindares con M) decaen 
. 
-am. 
C u d  k=n es un n h e m  enter0 positivo las funcimcs de K- se reduces a 
phomios  de Hemite y se oMenen s o l u c ~  de la %nna 
H(z) = H*(z)c-~? (6.30) 
dank Hdz) es el polinomio de Hennitb de ardcgl n. Esb subconjunto de soluciones 
comsponde a distribwiones de campo magdtica quc son basicamente de tipo 
gaussiano, per0 modulados par o~~ myo nbcm depcnde del orden del 
polinomio. Son soluciones pares e i q m m  sin inyeccih de flujo mqgdtico (to& 
k r e c u ~  msls dpidamente qw 1/M para M-)ao), can flqjo total FEO, y tales quc 
ym+l y bo+O para T r o  (100 en (6.15) y (6.16)). El decaimicnto del campo 
ma-co se produce msls dpidamente en tas ~~ con valores grandes de n. EPto 
se d e b  a que posoen un niunero mayor de ~ 1 -  que favorecen la d i s iphb  de la 
mergia magntica acumulada. En la fig 12 se rnuestra la solucih autosimilar 
tcpmtada por la funcibn de Hennite car d. En la fig. 13 aparecen @cadas hi 
fimciones 7 (T) y b(T) correspondientes (T(o)eegQ 1, b(O)=l). 
. . La energia de las soluchw .zrtossrmlares se p d e  duds a partir 
Cuando DO la energh magn&ica tiende asinthtkamente a cero para T-. En el caso 
de Lsr aoluciones con M se obtiene W ( ~ O ) = W ( O ) / ~ ~ W ( O ) ~ ~ ~ / Y ~ O ,  es decir la energia 
h a l  es propomid a &IR. 
6.4 Solnciones autosirnilares para la componente normal de campo 
magnetic0 
La ec. (4.2) para la componente pD(y,t) tambiCn admite un amjunto de 
Figura 14. Evoluci6n de una soIuci6n gaussiana para la componente normal B, 
solkiones autosirnilares de la forma 
D(Y, t) = M[Y(~) (Y - tl(t))I, (6.32) 
donde z=y(tXy-q(t)) es la variable  autos^ y d(t) es la amplitud. Procediendo en 
forma d o g a  a la secci6n 6.1 se obtienen las ecuaciones 
Los @es de camp magn&ico M[z] son 10s mismos quc para la componente B(y,t). 
En particular, cuando L=n (n enter0 y poritivo) se obtienen las fimciones & Hemite 
(6.30), mi- que para M 10s perfiles corresponden a la gaussiana (6.22) y a la 
fimci6n de D a w n  (6.23). Sin embargo, d comportamiento temporal & las soluciones 
autosimhres es diferente, como sc plsdc ver en la eo. (6.33), cup soluei6n cs 
d(Q = doe-(h+~'(" yo+(l-~:)e-") 2 -(A+1)/2 9 (6.37) 
donde T=at y ~ ~ = = ( h & & , ~ ~ ) ~ o .  Para D-1 la amplitud decrece en forma monbtona, sin 
pasar por un miximo como en el caso de la solucibn (6.16). Por lo tanto, estas 
soluciones describen la extincibn de la componente normal de camp0 magn&co como 
consecuencia del movirniento del plasm. En la fig. 14 se muestra el decaimiento de una 
solucih gaussiana (A+) con 7 0 4 .  1, &l y 110=20. 
7 Soluciones con inyeccibn continua de flujo map6tico. 
7.1 Condiciones de contorno en sistemas forzados. 
Las soluciones obtenidas en 10s capitulos previos describen la evolucibn del 
campo magn6tico en configuraciones sin inyecci6n de flujo magnetico, donde vyB+O 
para lg+. En cambio, cuando lim~-v,,B es distillto de cero el movimiento lejano del 
plasma arrastra un campo magn6tico que ingresa al sistema en forma continua. Esta 
condici6n corresponde a un valor finito de inyeccibn de flujo magnbtico por unidad de 
tiempo vyB, que en un flujo real se realiza mediante valores constantes de la velocidad y 
del campo magndtico a distancias grandes & la lh ina  de corriente. 
Cuando %$>I se puede ver que el thmho difusivo en la ecuaci6n del campo 
magn6tico (4.1) es despreciable lejos & la 16mina de corriente (de hccho #B/M decae 
asintbticamante como 1 ~ ' ) .  Por lo tanto, para M - w  la ec. (4.1) se reduce a 
cuya soluci6n 
B(Y, t) = F(Y~* )e* (IyJ-w), 
se obtiene por el m6todo de las caracte~cas.  
Esta soluci6n describe el c o e e n t o  asint6tico del camp magu6tico para 
IyI-w La funci6n F(Y), con Y#, repmsata la distribucih espacial de campo 
magn&ico a t=O para valores grandes de M. La forma del carnpo magn6tico lejano 
determina las condiciones de contorno para la evolucibn de la l b h  de coniente. En el 
caso xmh general se puede tener inyecci6n & flujo magudtico variable en el tiempo, a h  
cuando la velocidad asint6tica del fluido sea constante. La solucih F(Y)=alN, con 
al=cte, comsponde a sistemas con inyeccih continua de flujo magn&ico a una tasa 
constante en el tiempo: +yB=al. En 10s puntos siguientes se consideran sistemas 
"fonados" de este tipo. 
7.2 Crecimiento de las soluciones pares. 
Si se inyecta flujo magndtico a1 sistema en f o m  asimdtrica, es deck con 
l ~ ~ y B # l i m ~ - y B ,  las soluciones tienden a crecer en forma indefinida sin alcanzar 
un estado estacionario. Este resultado, que tiene importantes consecuencias fisicas, se 
puede demostrar considerando una distribuci6n inicial de camp magndtico 
B(y,O)=B&) tal que lim-yBo=al y limy-yBo=az, donde al, a2 son constantes y 
al#az. Descomponiendo la condicidn inicial en una parte par y otra impar de la forma 
se tiene que 
1 
~ i m  y ~ p p  = 2(a, .+ a,) = a . 
y++ 
La com~onente Bop= se puede escribir asu'vez como 
don& h+O es una distancia arbitraria a1 origen. E q d a  de la forma (7.6), la 
componente par se divide en dos partes: una park "foraxla" sostenida por inyecci6n 
continua de flujo magudtico 
B: = O  klcho, 
y una contribuci6n inicial de la forma 
B; = B,P" klcho, (7.8) 
con lirt~~-yBo~=O. La contribuci6n (7.8) rcpresenta la componente par del camp 
magn6tico inicial que evoluciona sin inyecci6n de flujo magn6tiw. Por lo tanto, esta 
parte de la soluci6n tiende asint6ticamente a1 perfil gaussiano estacionario (3.16). 
La evoluci6n de la componente Yorzada" Bod se puede obtener a partir de la 
integral de Poisson (ver secci6n 4.2) 
donde x=exp(-at) y ~ d ( 2 ~ ~ ( 1 * ~ ~ ~ ) ) ~  DaumlIando la expresih anterior se obtiene 
Por otra parte, como 
donde Ei(x) es la hc ibn  exponential-integral, que satisfh para x>O la relaci6n 
donde C es la constante de Euler (Abrsnxdtz & Stegun, 1972), se obtiene una cota 
inferior para B~ de la forma 
Para exp(at)>>l esta cota crece en formg lineal con el t i e q  como 
La umponente del camp magdtka origindr a path- de B~@"' y sostenida p r  
la inyeccih de flujo rnagn6tico a' tie& as in t&imte  a formar una lsunina de 
d a t e  es&cionaria representada la ftnd6n & Dawson (6.23) (ver capftulo 6, &6n 
6.2). Asimismo, la componente par sin inyeu561.1 &' cv01uciona hacia un perfil 
gawiano del tipo (3.16). Ambas conxpmntm de la s01ucibn alcaman sus respectivos 
estados estacionarios en un tiempo &I d m  de .rh=l/a, que corresponde a la escala de 
tiempo hi drodinslmico. Por lo tanto, el tcsultado (7.13) implica que la evoluci6n del 
camp magnktico total es dominada en poco tiempo (del orden de -10) por el 
crecimiento de la soluci6n par  so^& pr rka0, a menos que la inyecci6n se realice en 
forma perfwente  simfica (M). Ea tmsecucncia, el perfil gaussiano originado a 
psat & B$, cuya amplitud orscc:- con el tiempo, pucdc llegar a cancelat k 
regih en donde el campo rnagdtico mbia da signo (originada a partir dc la 
crmpoacDtc impar B m .  Es hqmtaab iDlPDlFlllfDar qw a h  en flujos con B ~ Q  la 
psencia de una contribuci6n inicial par sin inywi6n puede hterfe& en la 
~ i h d e u n a l e m i n a & ~ c n t e a m ~ m n p n e t i c n ~ ~ c o .  
Enlafig. 1 5 ~ r n u e s t r a l a e M h v o i Q d t l ~ m ~ o o ~ m ~ ~  
~ 6 n & w & f i u j o ~ ~ t e s W a ( M ~ Q n d e a t C O e x i S t e  
adads ua amtribuci6n initial de csmpo magn&co pat B(yy0)=4~xyL&). La 
duci6n se obtuvo integmdo la ec. (4.1) numQi- en el intmdo Mto tynd<l, 
c m ~ ~ i o o a r d ~ c o n ~ ~ ~ ~ ~ a n ~ . . f b ~ ~ ) . ~ o r m o e s i v o s  
perlilw de campo rnagn&co muestm damade d desmallo & la solucih impar & 
D a m  junto con la intcndkcih dtr k componente par inickd, de manera que 
en aquellas con inyecci6n continua do dqjo magdtico M. Por lo tanto, 1.s 
contiguraciones que se proponen h a b i m  para cshdiar procesos de reconexi6n o 
el desarrollo & hestabilidades resistiw, que quiercn la existencia de una lhim de 
corriente con cambio de signo del campo magn&co, p d e n  no llegar a realizarse 
cuando se considera la formaci6n de la lsuPina de comente a partir de condiciones 
iniciales genCricas. 
8 Extensiones del modelo. 
8.1 Aniquilacihn riipida del camm magnetic0 en un flujo 
tridimensional. 
La evoluci6n del camp magndtico en flujos tridimensionales se caracteriza por 
el decaimiento de todas las componentes del camp magndtico inicial, en contraste con 
10s flujos planos, donde tienden a sobrevivir las componentes pares. La fig. 16 muestra 
en forma cualitativa las lineas de coniente correspondientes a un campo de velocidades 
tridimensional en la vecindad de un punto de estancamiento (Gratton et al., 1990). El 
movimiento producido como consecuencia del desplazamiento de discos s6lidos que 
empujan un fluido contenido entre ellos hacia el centro (el "squeeze flow" de Kuzma, 
Maki & Donnelly, 1964) y el movimiento generado por la inyecci6n de liquid0 a trav6 
de dos discos porosos edkmtados (Gratton & Bender, 199 1) son otros ejemplos. 
En el modelo de flujo tridimensional considerado aqui se supone un camp de 
velocidades incompresible y axialmente simCtrico alrededor del eje y. Ambas 
condiciones se satisfacen exactamente para movimientos de la forma (en coordenadas 
cartesianas) 
v =(x~(y,t), -2f, W Y , ~ ) ) ,  (8.1) 
&nde fa@. Cuando flO,t)=O el camp de velocidades (8.1) tiene un punto de 
esbncamiento en el origen. El camp magdtico esth formado por lineas rectas paralelas 
a1 plano (x,z), cuyas dos componentes dependen solamente de la coordenada axial y del 
tiempo: 
(8.2) 
F i p  16. Ejemplo de un fldo tridimensional. 
@,j) = 0, 
por lo que las ecs. (2.23)-(2.24) se reducen a 
donde B(y,t)=B,. Combinando soluciones para B, y Bz (con diferentes condiciones 
iniciales y de contorno) se obtienen soluciones m8s generales de camp magnCtico con 
cizalla. En este capitulo se estudia la evoluci6n de una sola componente &=B(y,t). La 
constante C(t) mide 10s gradientes de presi6n (lineales) en las direcciones x y z. La 
distribuci6n de presi6n se obtiene a partir de 
donde po es una presi6n constante de refhacia Las ecs. (8.3H8.4) son idhticas a las 
del caso plano (3.3)-(3.5), salvo por un hctm 2 que aparece en ambas y que tiene 
consecuencias importantes para la evoluci6n &l camp0 magn6tic0, como se ved miis 
adelante. 
8.1.1 Decaimiento del campo magnhtico. 
La ecuaci6n de movimiento (8.3) posee una M a  de soluciones irrotacionales 
de la forma Fa(t)y. La soluci6n 
con a=2c'"=cte, represents un movimiento mionario con un punto de estancamiento 
en el origen. En este caso el cambio de variables 
1 
= -(e2* - I), B0(<,z) = e-("2)'~(y, t), 
* R m  
donde & = a l ~ ~ ~ / v ~  transforma a (8.4) en la emaci6n de ~ 1 6 x 1  
aB* bB* 
-
& 'ag" (8.8) 
Si se conoce la distribuci6n inicial de camp magn&co B*(<,o)=B(Y,o), el problem de 
valores iniciales puede resolverse usando las W c a s  descriptas en la secci6n 4.1. Por 
ejemplo, la energia magn&ca total (por unidad de ha) se calcula con la f6rmula 
donde -0) es la transfomada de Fourier de la condicibn inicial. 
Multiplicand0 la ec. (8.4) por B(y,t), can wu/2)yy se obtiene 
despds de integtar por partes. Si el camp0 magudtico decae msis dpidamente que 
1 ~ ~ "  para M+, 10s dos dtimos tdrmiws dc (8.10) son nulos y la energh magndtica 
decxece en forma mon6tona debido a la dis i i i6n Joule. La contribuci6n &l tdrmino 
(al2)B en (8.4), que representa la amplificacih del campo magnCtico por el movimiento 
(8.6), se caucela en este tipo de flujos por la paencia de una mayor adveccih ayaB/@r. 
Se time entonces el siguiente resultado general: 
Toah la soluciones originadas a pmir de campos magnkticos iniciales que 
tienden a cero m&s rdpidamente que 1 ~ ' "  para W+CQ decaen asintdticamente para 
t*. 
Este resultado se aplica en parti& a camps magn&icos que se comportan 
como l/lyl para M+oo. Esto correspcmde a sistemas con inyecci6n continua de flujo 
magnCtic0 a una tasa constante, donde v,B+cte para M+. Por lo tanto, en un flujo 
tridimensional de la forma (8.1)-(8.2) todas las componentes del campo magndtico se 
aniquilan para t+. Una soluci6n estacionaria se puede sostener solamente meciiante el 
ingreso & flujo magnetic0 a una tasa que cme como M'" para M+, lo que equivale a 
tener una inyecci6n continua de energia maguttic8 (-V~B~+CC). 
El tiempo de extinci6n se puede calcular exactamente en el caso de 
distribuciones pares de camp magnfico sin inyecci6n & flujo magn&co, don& 
La expresi6n (8.1 1) es una ecuaci6n de evoluci6n para el flujo total de campo magn6tico 
(por unidad de longitud) 
cuya soluci6n es 
F(t) = ~~e-"'~)', (8.12) 
don& Fo es el flujo inicial. La anicpikib del camp0 magndtico se produce en unos 
pocos tiempos caracteMcos lla, como ocurre tambih para la componente normal de 
campo magn&ico en flujos planos (ver saci6n 4.5). Este tiempo de extincibn es mucho 
menor que el tiempo difusivo t~=h~~/v,,, cuando R, es grande. La fig. 17 muestra el 
decaimiento de la energia magn&ica en solucianes pares con B(y,O)=B&ny/2), que 
h n  obtenidas integrando nun&- la ec. (8.4) en el interval0 £inito -k- con 
las condiciones de contorno B(-h)=B(h)=O. En la fig. 18 se muestra la disipaci6n Joule 
D(t)/aWo correspondiente. 
8.13 Solucibn elemental. 
A1 igual que en el caso plano (sccci6n 3.3), la evoluci6n del camp0 magn&co se 
puede resolver en forma exacta cuando la @ci6n inicial corresponde a un modo puro 
de Fourier 
Figm 17. Dacaimiento de la cmxgh en un f lu .  Figura 18. Disipaa6n Joule en un flujo tri- 
tridimensional (sohrciones ps). dhedonal (soluciones pares). 
B(Y,O) E bosenIko~I, (8.13) 
donde bo es la amplitud inicial y ko es el ntimem de onda (tambidn se puede considerar 
un modo &l tipo bocos(by)). Reemplmdo en (8.4) la solucibn 
se obtiene (para +(a/2)y) 
La amplitud b(t) crece inicialmente hasta akanzar us valor msximo 
Desp& & t=& el camp0 magn&co se extingue muy dpidamente, con un *emto 
proportional a exp[-(b&#tZrt/2R.,,J para t+. El ampo inicial (8.13) se aniquila 
oompletamente (a pesar de no term un comportamiento &l tipo 1 ~ ' ~ ~  para M+) 
&bid0 a1 clccimiento exponential h l  n6men, de onda Kt). El tiempo caracteristico de 
intensificaci6n & es &l mismo orden que en el caso de la soluci6n elemental plana 
(3.28). Sin embargo, la amplitud msaima es menor a1 sex proportional a &" (en 
lugar de b'4. En la fig. 19 se muestra la evoluci6n de la amplitud b(t) pant distiutos 
valores de R,,,. Cornparando estas curvas can las de la fig. 6, co-entes a 
soluciones elementales en flujos planos, se observa la menor ampMcaci6n del camp0 
magnetic0 en el flujo tridimensional. 
8.13 Soluciones autosimilares. 
Las principales caractedsticas de la evoluci6n &l camp0 magnetic0 en estos 
flujos tridimensionales tambih se rndfiesh en una M a  de soluciones 
autosimilares de la forma 
B(Y, t) = b ( t ) w ~ ( t X ~  - dt))], (8.19) 
don& z=y(tXy-q(t)) es la variable autosuntIar . . y b(t) es la amplitud &I campo 
magnetico. Siguiendo 10s pasos llevados a cabo en el caso plano (capitulo 6) se obtiene 
que la funci6n N[z] satisfice la ecuaci6n 
Figura 20. Evolucibn de lnvr soMh gaussha en un ibjo tridimensional. 
d2N m 
-+zi+~A+ 1 ' ) ~  = 0. 
dZ2 d z .  
Lss fimciones q(t), b(t) y v ( t m %  -dimtes son 
= w-* 9
-2* ++'W 
wt) = bg++mw(y: +(I- vt)e  ) , 
Tadar irr so1w:iones autoshilams con Air0 decaen asintdticamente para t-w. Sin 
anbargolaamplitud b(t)no deaccemfamrmatdtona, sin0 queake apartirde W 
hasta alcanzar un valor maxitao 
Reemplazando y ~ = l / h ~  (~o%'R,J oa (825) se obtiene que la amplitud mexirm del 
campo magn&ico es poporciod a &*, en lugar de &IR como en la solwi6n 
autosimilar plana 6.19. Por lo tanto, en un flujo tridimensional tambib se produce una 
amplificaci6n considerable del camp ~ t i c o  para valores grandes de %, amque 
algo menor que en el caso & un flujo pho .  
En la fig. 20 se muestra la evoluci6n de una soluci6n gaussiana (A+) con 
&=l,vo%.l y q&0=20. El perfil gawsiano inicial se desplaza hacia el origen 
(q(t+)+O) mientras su amplitud crece has& alcanzar un valor mfurimo b b 3 . 1 5  para 
un tiempo atm2.3, despds del cual se extingue completamente. Este comportamiento 
se puede compm con el de la fig. 14, corresmiente a una soluci6n autosimilar para 
la componente B, en un flujo plano, doxtde la mplitud del perfil gaussiano decae 
continuamente mientrss se mueve hacia el origen. 
81.4 Soluciones estacionarias. 
Se ha visto que la existencia de soltaciones estacionarias en un flujo 
tridimensional requiere una inyecci6n continua de en- magnktica, de manera que 
kq,,+vy~~+cte. Para valores grandg n b e m s  de Reynolds magnMco &=&'hrm se 
pueden estudiar estas soluciones usando una aproximaci6n de tip capa limite 
(rcsistiva). Lejos de la islmina de comhte la d 6 n  del campo magndtico (8.4) se 
duce a (suponiendo f=(d)y con m e )  
donde l30 es el valor del campa magn&o en el punto y=h~. Esta soluci6n descaibe el 
comportamiento del camp magn&co m, quo v d i c a  lbxq,+,vy~~+cte. El camp0 
magnMco dentro de la lsmina de conrientG sathhe la ecuaci6n 
se obtiene la ecuaci6n 
1 2  p"--r p = 0, 4 (8.30) 
cuya soluci6n general es una combinaci6n lineal de dos funciones pmb6licas 
cilindricas, una par y la otra impar (Alxamowitz & Stegun, 1972). Desarrollando las 
soluciones de (8.28) para r-+ao 0140) e igualando a la soluci6n externa (8.27) se 
obtiene 
donde es el ancho de la capa resistiva La amplitud de ambas soluciones es 
pmpmional a &Ii4, por lo que son msoos intcnsls que las correspondientes a flujos 
pianos (a pesar de sostenerse mediante una inyeccih continua de flujo magnBtico que 
diverge para M*). 
La enq ' a  magu&ica por unidad de h a  en la lamina de corriente find es (en 
orden de mapitud) 
donde WO-@,"I~A)~O es una estimaci6n de la energla inicial en la regi6n del flujo. Por 
lo tanto, la inyecci6n de energia mrtgnfica apeam alcanza para mmtener la energia 
inicial de la configuraci6n. 
El d s i s  previo se aplica tambiCn a flujos msls generales del t i p  (8.1), por 
ejemplo rotacionales, ya que el movimiento siempn se puede aproximar locahente por 
(8.6) en la vecindad del punto de estancdeato (Grstton & Bender, 1991). 
8.2 Flujos convergentes con sirnet- axial- 
Las ecuaciones redwidas wrrespondientes a flujos axialmate simBtricos (2.38)- 
2.4 1) se satisfacen exactamente para soluciones de la forma 
S(sr,t) = f(r, t), Vkr , t )  = v(r,t), (8.34) 
donde ((z,r,t) es la funci6n & corriente y Mr,t) es la fimci6n de flujo magn&co, 
expresadas en un sistema de coordenadas cilindrim (z,r,+) con 41 ignorable (Gratton & 
Bender, 1993). El flujo representado por (8.34) time un punto de estancamiento en el 
origen cuando qO,t)=O. El campo magn6tico wrrespondiente a (8.34) esth formado por 
lineas rectas paralelas a1 eje axial z. Las componentes & la velocidad y &l campo 
magnBtiw se obtienen a partir de 
donde se ha incluido una componente adicional de camp magnaw azimutal 
B+=B+(r,t). Como yry B+ dependen solamente de las eoordenadas r,t se tiene que 
En wnsecuencia, las ecs. (2.38X2.41) se reducen a 
la£' 1 
--++)' --f- 
r a t  r r ' a "if') r .  = qt)+v'"[r'(ip)] ri% & r , 
don& f +W& y C(t) mide el gradiente de presich en la direccih z: a0p/p)& =C(t)z 
Las soluciones irrotacionales de (8.37) son dc la forma 
f = a(t)r2, 
donde a(t) satisf'hce la ecuaci6n 
El caso m4s sencillo, con u=(l/2 qmmta M movimimto estacioriario en 
Qnde el plasma converge d i a b m @ e  1 eje axial z, escapando a lo largo &l 
mismo eje en ambos sentido8 (con tmwmbidtd qm crece a medicla que se aleja del 
pzrnto de estancamiento). 
8.2.1 Evoluci6n del campo magn6tico. 
La variaci6n temporal de la energia magnctica de la componente axial B(r,t)=B, 
(por Midad de longitud en z) 
y del flujo rnagn&ico total 
se pusde. calcular a partir & (8.38) suponi& f d  (mte) .  Multiplicand0 por 
2mB(r,t) e integrando en la coordenada radial r entre (0,oo) se obtiene 
don& se ha supuesto que B-l/rl* (d) p r-w.  Lns integrales a la derecha de (8.42) 
representan la disipaci6n Joule y h ampUlcaci6n &I camp0 magn6tico por el 
movimiento. Comparando la expresib anterior con la correspondiente para flujos 
planos, ec. (5.4), se observa que el t6imho de amplificaci6n es dos veces mayor en este 
also. 
La'variaci6n del flujo magnctio to&l, que se calcula integrando (8.38) despds 
de multiplicar por 21~1; es 
Para confiiguraciones de camp0 magn&ico can flujo total F(t) fhh, es decii que decaen 
sds riipidamente que 112 para r+o, se obliene la mnsewaci6n del flujo magnctico 
total. EsCa condici6n corresponde a conQmciones sin inyecci6n de flujo rnagnfico, 
pues 2rw,B+O para r+o (vim). 
El comportamiento a s M t b  del camp magnaco se puede calcular 
(8.1 ..- , I,', ..j 4 . 1 :s- 
-. , . -  
observando que (8.38) tiene una soluci6n cstdonaria dada por 
donde ro es una escala radial cambrWca del camp magdtico inicial B(0,r) y 
& w ~ / v ~ .  Igualando el flnjo inicial FpF(0) con 
se obtiene 
Por lo tanto: 
Todas las soluciones origin& a purtir de canrpos rnagndticos iniciales con 
jlujo magnktico total Jiniro en el i n t e d o  r ~ ( 0 , a )  tienden para t+ a la solucidn 
gmsiana (8.45). 
El campo magndtico axial presente inicialmente en la regi6n del flujo 
convergente es amplificado y concentrado por el movimiento del plasma en un 
f3lamento gaussimo de who @r&)-y donde al& un valor pic0 proportional a 
wo. La intensificaci6n del campo magdtico en estos flujos es mayor que en el caso 
plan0 por m factor &In. La energla magn&ca en la k i n a  & corriente final tambih 
mayor, ya que 
B,' WQ --R,,22nS2 = W& , 8n 
dande w0=(2m~)~$/8n esma estimacih de la energla inicial. 
8.2.2 Soluciones autos^. 
];a ecuaci6n de evolucih del camp magdtico axial B(r,t) tambibn admite una 
&mih de soluciones autosimihm de la forma 
donde H(z) es una funci6n de la variable autoglmtlar . . z=(lt2)&r(txr/r~ro)'. Reemplazando 
(8.47) en (8.38) y suponiendo fa2 ( m e )  sc obtieom las siguicntes ecuaciones para el 
factor de escala radial fit) y la amplihd b(t): 
donde A es un n h m  real arbitraro (vcr dtdV8CIi6n para el caso plano, capitulo 6). Si 
b(t) y fit) satisfacen (8.48).(8.49) entoma I3yz) es solucitb de la d 6 n  
se obtiene una ecuacih de Kummer para D(z) 
zDtt+(l - z)Dt+2D = 0, (8.54) 
cuyas soluciones son las hciones dt Kummcr M(-X,l,z), pertenecientes a la familia de 
las funciones cod- (Abramowitz & Stegun, 1972). Cuando X=n es un nbcro 
entero positivo la funci6n M(-n,l,z)=nlI,,(z) es pmpomional a1 polindo de L a p m e  
de orden n, por lo que 
H(z) = n! e-'L, (z) , (8.55) 
para n=l, ...a. Estas soluciones representan camps magn&cos con perfiles gaussianos 
modulados por oscilaciones espaciales. Todas las soluciones con h=n se extinguen para 
t+m, como se desprende de (8.52). En la fig. 21 se grafica la evoluci6n temporal de la 
amplitud b(t) y del factor de escala y(t) para la soluci6n autosimilar con n=3 (y(O)==.Ol, 
b(0)=0.1). La fig. 22 muestra el perfil del campo magnCtico correspondiente. Usando el 
principio de superposici611, el problema de valores iniciales para una distribuci6n 
arbitraria de campo magn6tico Bo=B(r,W) se puede resolver sumando soluciones de la 
forma (8.55). 
El caso particular h=O corresponde a la evoluci6n de un camp magndtico de 
perfil gaussiano 
con y(t) proporcional a b(t). Para yo=l/%Ic<l a soluci6n (8.56) tiende asintcjticamente a 
formar un filamento gaussiano de ancho ~wsr&,,,~~~ (y+l para t jm) ,  con una amplitud 
igual a b&. La intensificaci6n del camp magn6tico se produce en un tiempo del orden 
de t-(1/2u)lnRm. El filamento gaussiano diaipa energfa @or unidad de longitwi) a una 
tasa dada por 
mientras continh el movimiento del plasma. 
9 Aplicaciones a procesos disipativos en plasmas. 
En este capitulo se consideran algunas aplicaciones a fenhenos fuertemente 
disipativos en plasmas donde localmente se produeen movimientos con un punto de 
estancamiento. Se obtienen estimaciones para el calentamiento Joule y las escalas 
caracteristicas de tiempo en procesos disipativos correspondientes a tres situaciones 
fisicas: i) la formaci6n de "hot spots" durante la etapa de la columna de plasma 
comprimido en el experiment0 Plasma Focus; ii) la aniquilacibn rzlpida del campo 
magn6tico en la magnetopausa tefiestte subsolar; iii) fmbmenos disipativos rslpidos 
asociados con llguraciones ("flares") en la corona solar. En la discusi6n & 10s 
ejemplos no se pretende llevar a cabo un d s i s  detallado & la fisica de estos 
complejos sistemas. El prop6sito del capitulo es mostrar que a partir de las 
configuraciones de camp0 magn&ico d a d a s  en 10s capitulos previos, se obtienen 
vaIores que corresponden en orden & magnitud a 10s obscnrados en diversos procesos 
de transferencia raipida de energfa. 
9.1 Plasma Focus. 
El Plasma Focus consiste en la descarga el&trica de un banco de capacitores 
entre dos electrodos cilindricos dispuestos en fonna coaxial con la parte delantera 
abierta, que son colocados en una c h a m  llenada con deuterio a baja presi6n (a veces se 
usa una mezcla 50%-50% & deuterio y tritio). La l b b a  de corriente que se genera 
entre 10s electrodos (posici6n 1 de la figura) es empujada por fuenas magneticas hacia 
adelante, donde colapsa sobre el eje axial del dispositivo formando una columna densa y 
caliente de plasma (posici6n 2). A esta &kha  etapa se la conoce propiamente como el 
Plasma Focus (Rager, 1982). 
La columna de plasma, que mi& tipicamente unos 2-3 cm de largo y tiene un 
dihetro & 0.3-0.4 cm, dura apro-ente 100 ns y es una fuente de radiaci6n 
intensa (rayos X de 10-100 keV), ha- de particub (iones de 1-10 MeV emitidos hacia 
adelante sobre el eje y electrones relativistas & -1 MeV emitidos hacia aCrsls en 
direcci6n& 10s electrodos) y neutroxm de fusi6n (Bostick, Nardi & Prior, 1972; Nardi 
Figura 23. El Plasma Focus. 
et al., 1980). Estos procesos altamente encrg&cos se logran usando bancos de 
capacitores de 20-80 kJ, operando entre 20-50 kV y con &scargas de -1p. Mediante 
tknicas especiales en dispositivos de 80 kV y 200 kJ, se han obtenido breves destellos 
(40-80 ns) con una producci6n de 10'~-10~' neutrones de 2.4 MeV a partir de reacciones 
Deuterio-Deuterio (Nardi et al., 1988). 
El tamaiio del dispositivo, incluyendo el sistema de vacio y el banco de 
capacitores, es moderado y su costo es relativamente hjo. Entre las aplicaciones 
tecnol6gicas del Plasma Focus actualmente en desmllo que buscan explotar las 
camcterMcas especiales de esta h t e  & radiacibn (puntual, muy intensa y de corta 
duracibn), se encuentran la litografia por rayos-X de micmmponentes electr6nicos y 
su utihci6n como fbente de neutrones para la neutrongda y el d l i s i s  & materiales 
por activaci6n neutr6nica (Nardi & Bnosko, 1989; Gnavi, Gratton & Bender, 1994). 
En 10s experimentos del Plasma Focus se observa la fonnaci6n de pequek 
regimes & alta energia durante la etapa del foco. Estas regiones, conocidas como "hot 
spots", se asocian con estrangulamientos localizados de la columna de plasma 
comprimido (Choi et al., 1993). Pot otra parte, algunos trabajos experimentales han 
reportado la existencia de e&uct.um filamentarks con camp0 magn&co propio en la 
lsmina de corriente durante la etapa coaxial y en la columna de plasma (Bostick, Nardi 
& Prior, 1971; Nardi, Bostick & Prior, 1973). Los filamentos magn&cos 
proporcionafian una componente de campo magndtico axial en la columna, cuya 
disipaci6n se podria intensificar debido a la presencia del movimiento radial en la regi6n 
del estrangulamiento. 
Para la aplicaci6n del modelo en geometria cilindrica de la secci6n 8.2 se 
considera una regi6n en la columna de r 4 . l  cm (en la direcci6n radial). Las 
escalas de tiempo para la emisi6n de rayos X y de particulas son del orden de 10 ns en 
10s experimentos realizados con el Plasma Focus. Se puede tomar entonces un valor de 
a-10' ss", que consponde a una velocidad radial lv~=ah0-10' d s  para el colapso de la 
columna. Suponiendo una temperatura inicial de T-2000 eV se obtiene (usando la 
f6mula de Spitzer) vm-lo2 cm2/s, de don& resulta &-1 04. El valor inicial del camp 
magn&co axial se estima en ~ ~ 1 0 '  Gauss. Se han medido campos magnCticos 
Mentarios del orden de 3xld-10' Gauss durante la etapa coaxial, por lo que es 
mnab le  esperar un valor m4s alto en la etapa del foco debido a la intensificaci6n por 
efecto de la compresi6n del plasma. Mediantt comeatcs de descarga de 5x10' amperios 
(valor pico) se pueden obtener camps azimutales del orden de ~ ~ 1 0 ~  Gauss, es deck 
diez veces mayor que Bo. 
A partir de estos valores el modelo predice la formaci6n de una knina de 
corriente de radio cm en un l a p  de tiempo t-40 ns. La densidad de energia 
magntica dentro de la I h n h  de comente timil es del orden de w - ~ & ~ 4 x 1 0 ' ~  
erglcm3. Suponiendo una densidad de plasma en la columna igual a n-lo2' cm-l se 
tendrim -10'' particulas en el volumen final de la lgmina de comente V-3x10"cm3 
(vd21.& con una disipaci6n Joule de 30keV por particula @or nanosegundo). El 
camp magudtico axial puede llegar en teorSa hash 10s -200 MGauss (Nardi, Bostick & 
Prior, 1973), aunque cabe recordar que la pmsi6n didmica asint6tica &l flujo limita el 
proceso de intensificaci6n en la prfictca (ver m i 6 n  5.2). 
Se puede mostrar que la disipcih generada por la componente azimutal de 
camp magndtico B+ (que origina el &dento) es despreciable fiente a la 
disipaci6n de B, debido fundamentalmente a que el flujo de estancamiento no amplifica 
esta componente del campo magu&co. El valor maxim0 que alcanza B+ dutante la etapa 
&l colapso del Plasma Focus es & apmxbdamente 10' Gauss, puesto que 10s valores 
experimentales para B+-21/cro son de ese orden, convalidando que la presi6n mgndtica 
"bow shock" 
\,' 
debida a B4 sostiene el proceso de intensificaci6n y disipaci6n de la componente axial 
B, 
9.2 Magnetosfera terrestre. 
El viento solar comprime el campo magnbtico termstre al llegar a la 
magnetosfera, formando una compleja estructura con un choque estacionario ("bow 
shock'') donde el plasma es fienado hasta llegar a la rnagnetopausa (Saunders, 1991). El 
cdcter tridimensional del flujo de es-ento en la magnetopausa subsolar podria 
explicar la moderada intemificaci6n del campo magnhtico que se obsewa en esa regi6n. 
Estos flujos se c a r a c t e h  por el decaimicnto nipid0 del camp magn6tico y requieren 
la inyecci6n continua de energia magdtica a una tasa fhita para sostener estnrcturas 
disipativas estacionarias (secci6n 8.1). La consideraciones siguientes se refieren a1 
kn te  d im0  de la magnetopausa en condiciones de campo magnbtico interplanetario 
con orientaci6n norte y hgulo pequefio con el camp geomagnbtico. De esta manera se 
excluye la posibilidad de procesos de recanexi6n. 
Una escala de longitud caracteristica para el flujo delante de la magnetopaw 
subsolar es k2.6x1o4 Ian (correspondiente a la distancia entre el "bow shockn y la 
rnagnetopausa, de aproximadamente 4 radios temstres) con una velocidad Uol.200 kmfs 
para el plasma (Rijnbeek et al., 1989; Sonnerup et al., 1981). Por lo tanto, 
3 -1 a -Uh7 .7~10-  s corresponden'a a un tiempo amkrht ico para la evoluci6n del 
camp magn6tico del orden de algmos minutos, segb  el mode10 considerado aqui 
(t-lla). El valor & la difusividad magahtic8 v, en esta tegi6n no se conoce con 
exactitud (Gratton et al., 1988). 
Las mediciones realizadas a partir de datos proporcionados por sat6lites indican 
que se producen cambios importantes en la presi6n del viento solar y de la posici6n de 
la magnetopausa en periodos de varios minutos (Farrugia et al., 1989). Es poco probable 
entonces que se desarrollen 1Ami.m~ de coniente estacionarias: el camp magnfico 
&lante de la magnetopausa crece, se aniquila y rod- la regi6n siguiendo 10s cambios 
del viento solar. Sin embargo, se ha observado que el campo magnktico que ingresa 
desde el "bow shock" es intensificado hasta 1.5 veces su valor original al llegar a la 
magnetopausa, lo que impliarfa un valor p e q d o  de R,,,-5 si se supone un flujo 
estacionario donde la amplitud del ~ m p o  magnttico escala como &'" (ecs. 8.3 1-8.32). 
Este valor de R,,, esth dentro del rango sugerido por varios autores para el flujo en esta 
regi6n (e. g., Phan & Sonnerup, 1991). 
9 3  Corona solar. 
93.1 El modelo bhsico y la amplificacidn de campo magnCtico. 
Los valores de disipacih necegarias para una Mguraci6n solar grande ("flare") 
de id2 erg, asi como para Mguraciones menores de ld9 erg,, son fkilmente obtenidos 
a partir de la amplificaci6n de energia magn&ca que pmdicen 10s modelos de 10s 
capitulos precedentes. En un escenario basic0 de fi.dguraci6n solar se considera la 
interaccibn & dos lams de camgo magnctico bipolar (fig 23a), originados en las 
region- activas de la fotosfera (MaChad0 et al, 1988). Los movimientos convectivos de 
la superficie solar empujan estas estructuras una contra otra, f o h d o s e  a la altura de la 
corona solar una 1 h h a  de corriente que abarca una regi6n de volumen ~ - 1 0 ~ ~  cm3 
(Machado et al, 1997) don& se produce un flujo de plasma con una linea de 
estancamiento. Los flamentos de campo magn6tico que forman 10s lams tienen una 
intensidad aproximada de BL-100 Gauss y la difbsividad magn&ca es del orden de 
Figrna23. ( a ) ~ o d e ~ 6 n ~ , ( b ) E n h d a z & d c  lasliaeesmagndticas 
debido a movimicabs condvoa de la supdicie solar. 
vm-lo3 cm2/s, pue corresponde a una &mpemhm de lo6-10' K pan la corona solar 
(Parker, 1997). La energia magn6tica i n k 4  cs por lo tanto w d x l d 6  erg. Suponiendo 
una velocidad auac&Mca de convecci6n Uwl kmfs para 10s grhulos fotosf6rims, 
-2 -1 resulta mtonces que a 4 0  s y ~ r l 0 " .  B. comearnclq la inteIdicaci6n de la 
en@ magn6tica seria del orden de w - w & , ~ ~ x ~ o ~ '  erg. que represents tambih la 
energia disipada por calentamiento Joule en unar unidad at de tiempo (es decir cada 100 
segundos) dentro de la lsmina de combate fiaal. La escala temporal del proceso de 
intensificlccih es z-( 1 /2a)In%,-1150 s. 
Sin embargo, como se vio en la mA6n 5.2 la amplific8ci6n de la energia 
magn&ica en 10s modelos i n c o q i b l m  eat4 hnitnda en la prhdica por el valor 
asint6tico de la pxesi6n didmica. En el atso solar results que 10s valores de &-0.02 
(~=8np&3<) y del n b m  de Mach-AlfrCnieo &-5r104 (es deck una velocidad 
caractefica de ffih v ~ = B r / ( 4 ~ ~ 2 0 0 0  W s ,  doads P-10'' para la oorona, 
mudm mayor que Uo) limitan h jatmdficacidn del campo magn6tica hssta 
aproximadamente 100 Gauss, a travBs dc h ~ o d c i 6 n  
donde B*-BL es el k i m o  valor alamabk para d campo magdtico, comlBdicnte 
a una presih que se hace cero en la vecidad de la lirPea & mbncdento (ver ec. 5.10). 
Por otra parte, dada la rnagnitud de las vmki- AB del carnpo mapdtic~ l a  efectos 
de la coxnpmsibilidad tambih p& l@ir a ser impadantes (secci6n 2.2). No 
obstante, hay varios resultados de la tedZis que penniten realizar un aporte a la discusi6n 
del problem solar. A continuaci6n se aminan varios escenarios de disipaci6n de 
energfa mgu6tica en el marco de las ideas de Parker (Parker, 1994; Parker, 1997) sobre 
"nanoflares" y se vuelve a considerar el Gscenario traditional de reconexi6n mencionado 
anteriormente. La discusi6n se had tenfendo en cuenta conceptos desarrollados en 
varios capitulos de este trabajo. 
9.3.2 Calentamiento coronal: el modelo de "nanoflaresw de Parker. 
Entrelazado de lineas magnbticas y formaci6n de discontinuidades. 
En el modelo de Parker se explica la emisi6n t6rmica observada en la corona 
solar como el resultado conjunto de numerosos eventos energhticos relativamente 
pequefios denominados "nanoflares", pa involucrar energh del orden de lp erg, es 
deck, nueve 6rdenes de magnitud m8nOteS que la energfa de una Mguraci6n solar 
grande (-lo32 erg). Los movimientos umvectivos lentos de las celdas en forma de 
remolinos que se producen en la base de 10s lams mgn&cos (gdnulos en la superficie 
del sol con una escala de longitud caractedstica de 1-300 km), retuercen y eritrelazan 10s 
filamentos de campo magn6tico que fonnan dichas estructuras (ver fig 23b). El 
elemento bkico de esta teoria es enton& la deformaci6n de la madeja de h e n t o s  
magn&cos que constituyen 10s lazos y la consecuente producci6n de "apretujamientos" 
locales de regiones de plasma y camp0 mqgn&co del orden de 1-300 km. El entrelamdo 
aleatorio de las lineas de campo magn&co introduce la energia magnktica libre que 
alimenta la disipaci6n de calor en la conma. 
Para un lazo rnagntioo tipico dc longitud ~-2x10~-2xl0 '~  cm, naulta que la 
escala de tiempo dhh ico  ~~=L/v~-10-100 s es mucho menor que la escala de tiempo 
asociada con la convecci6n fotosf6rica tC4/Ur300 s. Por lo tanto el camp0 magn&co 
&l lazo se encontraria en un estado continuo de cuasi-equilibria estatico a medida que 
10s puntos de apoyo de 10s filamentos se enbreveran lentamente, desplazados por 10s 
remolinos umvectivos de la fotosfera Como consecuencia del proceso de entrelazado 
de las heas magn6ticas 10s esfuenos db W l l  inhmates a la configur8ci6n tienden 
a empujar regiones de fluido y camp0 magn&ico, formando superficies de 
discontinuidad tangential con el fin de lograr un equilibria estiltico (Parker, 1994). En 
presencia de una wnductividad elfica finita las discontinuidades no se pueden 
desarrollar (por lo que un equilibria absolutamente edtico no es posible), formiindose 
en cambio lhinas de corriente intensas en las superficies de separaci6n de 10s 
filamentos magn6ticos. 
Reconexi6n en las lHminas de corriente. 
Llegado a este punto Parker seiiala que la configuraci6n local de la l i m b  de 
corriente corresponde a un escenario de reconexi6n lenta (ver secci6n 10.3). En este 
escenario dos campos magndticos no paralelos son transportados por el flujo de plasma 
hacia una regi6n disipativa de tamaiio 1 y espesor &ZIS'~ (S=hrJv .  es el nhe ro  de 
Lundquist), donde son rewnectados a una velocidad maxima dada por V ~ P = V A I S ~ ~ ,  
liberando energia t6rmica y cin&ca . o m s  de particulas aceleradas que son 
nipidamente termalizadas) durante el pmceso. 
Parker (1997) estima que el camp rnagnfico BJ. generado por el entrelazado 
aleatorio de 10s filamentos magn6ticos (transversal al camp medio BL-100 Gauss) es 
de aproximadamente 10 Gauss. A partir de este valor de camp magndtico se obtiene 
una velocidad de AlMn vu-2x10' c d s  suponiendo una densidad coronal de n-10" 
~ r n - ~ ,  de donde resulta, t o d o  1-3x10' cm, un nianero de Lundquist del orden de 
~ -6~10 ' ' .  En consecuencia, vsr20 cm/s, con un tiempo caracterhtico de reconexi6n 
r~p=l/v~p-1.5xl0~ s. Este t i e m  es largo oompando mn el tiempo tipico de entrelazado 
de 10s filsmentos magn6ticos, que Parker aloula m ~ ~ 2 x 1 0 '  s para un lazo de longitud 
~ - 2 ~ 1 0 ~ ~  cm y suponiendo una velocidad camcterktica de entrelazado (mayor qus la 
velocidad de las celdas wnvectivas) del orden de -10 kmls. 
De aqui que &be postular un proceso m h  dpido de reconexi6n, que haga 
factible la disipaci6n de la energia acumulada por el enbrelazado de las lineas 
magn6ticas en tiempos wmparables con y de esa manera l o w  un estado disipativo 
estadisticamente estacionario. Con este fin invoca la existencia de una resistividad 
an6mala, teniendo en cuenta que el plasma se encuentra en un estado turbulent0 y el 
hecho & que la velocidad & conduccih tl-ca estimada a partir de la ley de 
Amphe v ~ ~ 1 1 4 ~ 1 1 e 6 - 1 . 6 ~ 1  o8 cds ,  es apmximadamente dia veces mayor que la 
velocidad M c a  de 10s iones. 
La reconexibn dpida de 10s campos magn6ticos en las l h h s  de corriente 
formadas como consecuencia del retorcimimto y entrelazado de 10s filamentos, da lugar 
por lo tanto a una liberacibn rhpida y locaIkaQ de energia t6rmica. Estas explosiones o 
estallidos, que corresponden a Mguraciona pequeflas de energia l3~~l8a-1023 erg, son 
denorninados "nanoflares" por Parker. En ccmsecuencia, el calentamiento observado en 
-2 -1 la corona solar, cuya intensidad es del ords. de 1-10' erg cm s , seria el resultado de 
un mar de "nanoflares", con la produccih del equivalente de apmximadamente un 
"nanoflm" de 1 02) erg cada segundo, sdxe sobn regi6n de h a  -1 0 l6 om2. 
9.3.3 Calmtamiento coronal y fdgumciones en el marco de amplificacidn y 
aniquilacibn magnbtica. 
La turbulencia de lineas magnCtieas y la fammcibn de zonas de disipacidn dpida. 
Una consecuencia importante de la idea de Parker acerca de la madeja de lineas 
mgn6ticas es la generacibn de flujos de eshmmiento a bajas velocidades, del orden de 
u-10 kmls (much0 menores que la veiocidad del sonido -200 kmls), como 
consecuencia del retorcimiento y entrelazado de las lineas de camp0 maguktico que 
forman el tejido de 10s lams coronales (fig. 23b). La presi6n magntica ~ 3 8 %  &I 
camp magnBtico medio de 10s filamentos, que tiene un valor aproximado de Be100 
Gauss, hciona en este sentido como el agate o forzante de flujos con lineas de 
estancamiento en las regiones comprendidas entre las fibras de campo magn6tico. 
En la fig. 24 se muestra en forma esquem6tica varios escenarios de aniquilaci6n 
magn6tica que pueden aparece em el coroltexto del modelo de Parker (pero no examinados 
por este autor), correspondientes a peq11cfh.s regiones dentro del "ovillo" de campo 
magn6tico como la que aparece en el recuadro de la fig. 23. La linea de estancamiento 
del flujo es perpendicular al plano del papel. Entre 10s filamentos de -100 Gauss existe 
un campo magn6tico de menor intensidad @or lo menos al comenzar la evoluci6n del 
lam), que represents la "semilla" inicial de campo magn6tico de 10s modelos estudiados 
en 10s capitulos precedentes de la tesis. 
En la figs. 24a-24b el camp0 magdtico & 10s filamentos es normal a1 plano del 
flujo de estancamiento. En estos dos casos cabe esperar un decaimiento del campo 
magn&ico m h  intenso, como se vio en la secci6n 4.5, mientras la "semilla" de campo 
rnagn&ico contenida en el plano del flujo es intensificada. ];as figs. 24c-24d muestran 
en cambio dos casos en 10s que 10s filamentos magn6ticos se encuentran contenidas en 
el plano del flujo de estancamiento. El escenario de la fig. 24d, que presenta una capa 
neutra formada a partir de dos campos magdticos de sentido opuesto, conesponde al 
escenario de reconexi6n vislumbrado por Parker (modelo Sweet-Parker de reconexi6n). 
Por supuesto que 10s cuatro d o s  mencionados son simplificaciones que 
w~~e~ponden a casos limites. En general, la dgurac i6n  de campos sed de naturaleza 
tridimensional, con componentes de camp magdtico filamemtario tanto en el plano del 
flujo de estancamiento como en la dimci6n normal al mismo. Ahora bien, la 
intensificacibn &l campo magnt%co debido d flujo de estancamiento esta limitada en la 
pdctica por el valor asint6tico de prssi6n magadtic0 B ~ I ~ X ,  por lo que el camp0 
magn6tico amplificado puede alcanzar a lo sumo un valor de BL-100 Gauss. Por otra 
parte, como ya se seiial6 en el caso de 10s -0s de las figuras 24a-24b, el modelo 
de aniquilaci6n predice el decaimiento de las componentes normales a1 flujo. En 
consecuencia, a partir de una configuracih gendrica de campos magn6tims en una 
regi6n pequeh dentro de 10s lazos coronals, tienden a privilegiarse 10s cscenarios de 
las figs. 24c-24. Esto apoya en parte la -is de Parker, en cuanto a qtae la 
configuraci6n de campos que supone pajwtificar la liberaci6n de energia t&mica en 
forma de "nanoflares" corresponde a un proceso de reconexi611 dpida (caso de la fig. 
24d). 
Sin embargo, a difmncia del modelo & Parker, 10s resultados de esta tesis 
muestran que en el caso de 10s e@os de las figs. 24c-24d puede haber disipacibn 
dpida a h  sin reconexibn magn6tim. Durante la primera etapa del proceso de 
amplificaci6n el camp magn&co en la regi6n del flujo de estancarniento crece en 
forma exponential con el tiempo (ec. 3.26), hasta alcanuu un valor mixino B*-100 
Gauss. Suponiendo que la "sexnilla" de camp mapdtico es de aproximadamente 1 
Gauss (un orden de magnitud menor que el valor utilizado por Parker), el tiempo de 
-2 -1 expnenciaci6n es del orden de .s*-ln1001mcr138 s, don& d l - 3 x 1 0  s . Este tiempo 
de intensificaci611, que es mucho menor que el tiempo caracterfstico de entrelazado de 
las lineas .r,-2xl~4 s calculado por Parker, permite obtener valores muy altos de 
disipaci6n J - o ~ ~ B * ~ I ~ ~ ~ x ~ o ~ ~  erg i1 sin la nocesidad de invocar configuraciones ad- 
hoc de camp magndtico, ni procesos de reconexibn dpida. En efecto, el caso de la fig. 
24c y tambiin las campos magnCticos "semillas" de las figs. 24a-24b, son todos 
ejemplos de campos monopolares, donde hay disipacibn intern p r o  no hay reconexibn. 
Por lo tanto, con el modelo de aniquilacih se obtiene una disipaci6n que es del orden 
& un "nanoflare" de Parker durante la etapa final del proceso de amplificacih. 
Aceleracibn de 10s procesos disipativos. 
Por otra parte, la intensificaci6n de camp0 magn&ico es 8compafMa por una 
disminuci6n de la presi6n del plasma en cada punto de 10s "huecos" que se van lienando 
con el camp0 magn6tico amplificado (ver ec. 5.18). Cabe esperar entonces una caida de 
la densidad del plasma ("plasma depletionn) en estas regiones, por lo que la energia 
disipada termina distribuyhdose sobre un menor nlimero de pdculas. El h6meno de 
plasma depletion" y su influencia sobre la evoluci6n del camp magndtico se esMa 
con mhs detalle en el capitulo 12. La disipaci6n continua de energia ocasioaa asimismo 
un increment0 importante de la temperatura del plasma. El aumento de la temperatura 
genera una disminuci6n de la resistividad local, cuya dependencia es de la forma T ~ ,  lo 
que puede dar lugar a un "desboque ~ C O "  que 8cclera a h  m8s el proceso disipativo 
(ver capitulo 11). 
Es interesante observar tambih que la disminuci6n de densidad en la regi6n 
disipativa puede facilitar la reconexi6n magdtica que Parker asume en el escenario de 
la fig244 e incrementar la disipaci6n & energia en el caso de la fig. 24c, a travis del 
aumento de la velocidad de deriva. La gaemci6n de una resistividad an6mala requiere 
que la velocidad de conducci6n electxhica vdc/4~)B*/neh*, donde h*-lexp(m*)rY3 
km es una estimaci6n del ancho la lsmina de corriente (ver ec. 3.18), sea mayor que la 
velocidad tdrmica de lor iones (proporciod a T"). Una caida de la densidad irnplica 
por lo tanto valores mayores de Vdrift. LQS resultados del capitulo 12 indican que la 
generaci6n de resistividad an6mala es M b l e  a pesar del aumento de la temperatura en 
la regi6n disipativa, por cuanto ese a-to moderado en comparaci6n con la 
disminuci6n de densidad obse~ada en estos flujos. 
Avalanchas. 
Las consideraciones precedentes llevan a plantear las posibles consecuencias 
secundarias de un proceso riipido de reumexi6n ocurrido en un escenario como el de la 
fig. 24d. Suponiendo que la reconexi& ocurre para valores de camp magnetico 
cercanos a 10s que postula Parker (1 997), cs deck del orden de B-10 Gauss, se generan 
chorros de plasma dentro del lazo magnctico, con la velocidad de AlfvBn 
correspondiente vA-200 M s .  En consecuen&, un evento explosivo de esta naturalem 
puede desencadenar explosiones vecinas en escenarios sirnilares a 10s ya descriptos, 
pero con una velocidad de flujo mayor que acelera el proceso dispativo. En efecto, si la 
velocidad es del orden de VA-200 kmls, el tiempo de amplificaci6n exponential del 
camp magnCtico inicial (-1 Gauss) se reduce a r*-7 s (a-vA/Zd).67 s), con una 
disipaci6n fhal resultante de -7x1 e4 erg il. Lo que se tiene entonces es un c s d o  en 
el que un evento explosivo inicial, un "nano£lareW de Parker, genera una avalancha o 
reacci6n en cadena & estallidos vecincw con escalas de tiempo mhs cortas y tasas de 
disipaci6n m a p s .  
Revisi6n del modelo bhsico. 
El escenario bhico de intemcci6n mtre dos lams magn&cos (fig. 23a) tambidn 
se puede rever en el marco de las ideas presentadas aqui, sepamndo el proceso en dos 
fases. En primer lugar se prodlace una fase inicial lenta, que conesponde a la 
intensificacidn de la "sernilla" de camp0 magndtico que forma la l&a de coniente. 
Esta etapa tiene un tiempo caracterWco de zh-L/Uw1000 s, don& L-1000 km es la 
escala de longitud de la regi&n del flujo de estancamiento y U-1 lan/s corresponde a la 
velocidad de las celdas convectivas de la s@cie solar (que empujan el camp 
rnagndtico de 10s lazos uno contra el otro). Durante la etapa de intensificaci6n la 
densidad del plasma disminuye, con el consiguiente aumento de la velocidad de deriva 
electhica. En consecuencia, la generaci6n de resistividad andmala puede desencadenar 
una segunda fase explosiva, que amesponde a la IIguracidn propiamente dicha. La 
energia magnCtica acumulada durante la primera etapa de la fulguracion, que es del 
3 2 orden de L BL 18~-4x 1 026 erg (BL-1 00 Gauss), es liberada en forma explosiva mediante 
un proceso de reconexibn riipida. El tiempo caracteristico de esta segunda fase es del 
orden del tiempo de AlfiCn L l ~ ~ 4 . 5  s, donde vAu2000 km/s. Estos valores de energia y 
tiempo son sirnilares a 10s observados expmhentalmente en 10s "Energy Release 
Fragments" (ERF), que serian 10s eventos rsipidos que componen las fulguraciones 
solares de escalas mh grandes (Machado a al. 1997). 
10 Estabilidad de Urninas de eomente y reconexihn 
magn6tica. 
Las lhinas de corriente formadas a partir de campos magndticos de sentido 
opuesto, e.g. la soluci6n de Dawson (6.23), son susceptibles a la generaci6n de 
inestabilidades resistivas (modos ''tmring") y procesos de reconexi611 magnCtica (White, 
1983; Forbes & Priest, 1987; S o n n q ,  Ip & Phan, 1990). Sin embargo, para 
configuraciones mhs generales & campo magnbtico, como las estudiadas en 10s 
capitulos previos, la evoluci6n de la lamina de corriente puede ser muy diferente. 
Se ha visto que la formaci6n & una lh ina  de corriente estacionaria con m p o s  
magn&icos opuestos requiere la existencia de una inyecci6n continua de flujo magn6tiw 
que es perfectamente simbtrica desde ambos lados de la configuraci6n (ver capitulo 7). 
En caso de existir una asimetria en la inyecci6n de flujo magnbtico, la componente par 
del camp magn6tico sostenida por inyecci6n crece dpidamente y domina la soluci6n 
global en muy poco tiempo (menor que el tie- de crecimiento de las inestabilidades 
resistivas). A h  cuando la inyecci6n de flujo magn6tico se produzca en forma simbtrica, 
una componente inicial de camp magn&ico par (sin inyeccibn) puede llegar a crecer lo 
suficiente wmo para modificar substancialmente la estructura de la lh ina  de corriente 
original. Por otra parte, en flyos con un punto & estancamicnto tridimensional todas las 
wmponentes del camp magn6tiw se aniquilan rslpidamente, a menos que Sean 
sostenidas por una inyecci6n continua de energia magn&ica (ver secci6n 8.1). 
Tomando en cuenta estas w n s i k i o n e s  se puede distinguir entre dos casos a1 
estudiar la estabilidad de l h h s  de conicate gemkicas. Por un lado, se encuentran las 
configvaciones estacionarias de camp magn&ico impar sostenidas por una inyeccih 
continua y simbtrica de flujo magnktico. En este capitulo se considera la estabilidad de 
estas l h h a s  de corriente. Por el otro, esth  las dguraciones dependientes del 
tiempo que decaen completamente para t*, o tienden a soluciones gatushas 
estacionarias. En estas solucicmes el camp xnagdtico no cambia de signo, por lo que la 
configuraci6n tiende a ser estable y el canmpt.0 de tcconexih no resulta aplicable. 
10.1 Influencia del movimiento sobre la estabilidad de la laimina de 
corriente. 
En la teoria ckica de 10s modos resistivos "tearing" se consideran 
configuraciones esthticas de plasma con una h i m  & coniente en equilibrio diftsivo 
(Furfh, Killeen & Rosenbluth, 1963). Sin embargo, la presencia de un flujo de plasma 
puede modificar substancialmente el deganollo & la inestabilidad. La consideracibn de 
configuraciones de equilibrio no esthticas time particular inteds en aplicaciones 
astrofisicas, por cuanto se observan en las prominencias solares, la magnetopausa 
terrestre y en chonos ("jets") extragalgcticos (Ohan et al., 1991). En particular, el 
estudio de la estabilidad de Itbinas de coniente W d s s  por un flujo con un punto de 
estancamiento constituye una variante novdosa dentto de la teoria. 
Una teoria de 10s modos resistivos para la componente Bx del camp0 magndtico, 
es decir para la l ibha  de wrriente fo- a partir &l camp magn&ico contenido en 
el plano del flujo de punto de estancamiento, todavia no ha sido completamente 
desarrollada. Esto se debe fundamentalmtnte a las dificultades tehicas asociadas a la 
naturaleza intrinsecamente bidimensional del problema perturbativo (Priest (1985) 
anaka el caso de un flujo no d o n n e  a largo & la lslmina de coniente & la f o m  
v e U ~ ~ e ,  con U w t e ) .  En cambio, el problema de la estabilidad lineal de la 
componente B, que no es amplificado por el movimiento (ver ec. 4.2), se puede reduck 
* a una dimensibn usando el xdtodo de m&s n o d e s .  En este caso la configumci6n de 
e 
i equilibria es una soluci6n exacta & las ecuacim magnetohi ~ c a s .  Esto 
a permite realizar el adisis sin las iimitaciones usuales a valores peqwfios de la 
10.1.1 Estabilidad de la lamina de codente formada por la componente de campo 
magnCtico normal a1 plano del rnwimiento. 
En el trabajo de Phan & Sormenrp (1991) se investiga la estabilidad & una 
lh ina  de corriente sostenida por un flujo de estancamiento en el plano normal a la 
direcci6n del camp magn&co. Agregando a la configuraci6n cansiderada por estos 
autores una componcnte adicional de velocidad w e l a  a1 camp0 magn&ico, se obtiene 
una soluci6n exacta de equilibrio dada por 
don& a, BT, B ,  U ,  son constantes y h,,=(~/a)'~, h=(v&a)ln son las escalas de longitud 
de las lhinas de vorticidad y comente iniciales. Cabe notar que las dos escales de 
longitud no son independientes. Por otra parte, como el quilibrio es exacto se puede 
analizar la estabilidad para el rango completo de h y h,,. 
Expresando la velocidad y el camp0 magn6tico como v=vo+vl y B=Bo+B1, se 
consideran perturbaciones de la forma fi=fl(Y)exp(ht+ik,z). Las ecuaciones 
magnetohidrodinimicas linealizadas se pueden escribir en tdrminos de las variables vly 
y Bl y, que corresponden a las perhubaciones & la velocidad y del camp magnfico 
normales a la l i m b  de corriente. Iws ecuaciones perturbativas resultantes para 
v=vlAvA y B=iBI,/'Bh donde v ~ = ~ d ( 4 n ~ ) l "  es la velocidad de Alfv6n, son 
(p - Dy + PmN)Nv + ikSM,(WN + W1')v = -kS(PN + P1)B, 
@+I-yD+N)B+ikSM,WB = kSpv, 
donde se han definido las magnitudes adimensionales 
y 10s operadores D=d/dy, N=kW.  En (10.2>10.3) aparecen tres p h e t r o s  
adimensionales: el niunero de Lundqubt S, un n h e m  de Mach-Alfv6nico MA y el 
nhe ro  de Prandtl magn6tico P,. 
Las ecs. (1 0.2>(10.3) definen un pblema de autovalores para p que se puede 
resolver usando un m6todo matricial con difercncias finitas (Drazin & Reid, 1981). Las 
ecuaciones originales se reemplazan por ecuaciones en diferencias, donde las derivadas 
se aproximan por desarrollos & Taylor escritos en funci6n de 10s valores de las 
variables dependientes sobre una grilla n&rica. El resultado final es una ecuaci6n 
matricial de la forma 
[A+PBIW, (1 0.4) 
T donde A, B son matrices de coeficientcs complejos y Wvl, v2, ..., m, BI, B2, ... BN) es 
un vector formado por 10s valores de la wlocidad y del camp0 magn&co perturbativos 
F i p  25. (a) Tasas dt aedmieato 
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en 10s puntos de la grilla n&ca Los autoValores p y las autofunciones 
comqmndientes se obtienen a partir de (10.4) d el m&do QR para matrices Para 
m8s detalles sobre el d o d o  n d c o  se puedc corwulbr el qhdice. 
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Figura 26. Influencia de la vi9c4aidd en rnodos rdtivos con S 4 0  (W4). 
En la fig. 25a se muestran las tasas (mhximas) de crecimiento &=Re@) 
correspondientes a modos resistivos con W=O (MA*) como h c i 6 n  del niunero de 
onda adimensional k, para distintos valores del nhexo de Lundquist S y ~,=10-'. Los 
valores de p, coinciden en todos 10s pG- calculados con 10s de Phan & Somerup 
(1991), que heron obtenidos usado un m6todo numtkico diferente. Las curvas 
muestran que el flujo de equilibria va3(aX, -uY) tiende eventualmeate a estabilizar la 
lh ina  de coniente. En efecto, a medida que aumenta su fuerza (valores mayores de a 
h j d h n  m gradiente de pnsi6n m a p ,  poor &d&oc$) disminuye el valor de S (al 
reducirse el ancho de La 1 h h  de corrienb ~~..(V,,,/B)~~). Para valores de S menores que 
el valor critic0 Sc=1225, la tasa de craormrento . . pr es siempre negativo y el flujo es 
estable. 
El m h d o  numdrico utilizado aqui para obtener las tasas de crecirniento tambidn 
proporciona una aproximaci6n al espactro oompleto de autovalores. En la fig. 25b se 
muestran algunos de 10s autovalores para d oaso H . 3 ,  S=100 y P,=~o-'. La flecha 
indica el autovalor real comspondientc al Igodo inestable. Los demb autoValores tienen 
parte real negativa y corresponden a moQc, d l c s  con una componente oscilatoria. A 
diferencia del trabajo de Phan & S o m e q  (1991), donde se buscaban 10s autovalores 
usando un metodo bfisicamente de prueba y enor, esta forma de obtener 10s puntos 
permite garantizar la existencia de un mlo modo inestable. 
El efecto de la viscosidad sdbre las taws de crecimiento se muestra en la fig. 26, 
don& se va .a  el niunero de Pmdtl mgn6tico Pm manteniendo S=50 (con W4). La 
presencia & viscosidad tiende a reducir la tasa de crecimiento de la inestabilidad. Esta 
es una caracterfstca general de 10s modos rcsistivos t i p  ?caring". &I el caso de una 
Mmina de comente en equilibria difosiivo (vfl) se puede demostnu que h tasa de 
crecimiento no es una funcibn de S y Pa por separado, sin0 que depende hicamente del 
n h e m  de Hartmann &=s/Pmm con icy de escala de la form~p=A.h~/v .a~~rni  
'I6 (Gratton & Krasnopoldy, 1994). 
Cuando W& (hZ;d)) el problema p m t a  mayores complicaciones, ya que 
pueden existir modos de tipo Kelvin-Helmholtz a d e d  de 10s resistivos. En la fig. 27 
se muesttan las tasas de crecimiento cam funci6n de & para M . 4  y Pm=l (hV+). 
Los puntos con &<1 co-nden a modos Wearing" que son estabilizados por la 
presencia del flujo v&). Para MA>l sc desamllan incstabilidades de Kelvin- 
Helmholtz, con tasas de crecimiento myom qut las concspondientes a 10s modos 
resistivos. Un estudio m8s detallado sobre IDS &dos combinados de la inestabilidad de 
Kelvin-Helmholtz y la "tearing" en estas configuraciones, asi como la influencia del 
nlimero de Prandtl magnetic0 Pm, se puede encontrar en Bender, Gratton & Galvao 
(1 996). 
10.1.2 Estabilidad de la lamina de corriente formada por la componente de campo 
magndtico contenida en el plano del movimiento. 
Existen indicios te6ricos y numdricos de que la l h h a  de corriente formada por 
la componente B, es a h  mcis estable que la formada por Bz (Biskamp, 1994). Las 
ecuaciones perturbativas para un camp magnCtico B:=B(~) en un flujo irrotacional 
representado por la h c i b n  de corriente Fay son (Gratton & Krasnopolsky, 1994) 
(4 - L")V~G = - -Miy ,  (1 0.5) 
(4 - L,)B,, = -a%Y - MXXZ (10.6) 
donde BIy= Bl,(x,y,t) es la componente del camp magnetic0 perturbativo en la 
direcci6n y (la componente de reconexi611, normal a BX9, (~={~(x,y,t) es la perturbacibn 
a la funcibn de coniente, M=(~/~Z~)(BV~-B") y ~ . < ~ p ( ~ ) ~ ~ - a ( x a ~ - ~ ~ ) .  Integrando 
(1 0.6) para perturbaciones que se anulan en el infinito se obtiene 
donde dS=dxdy. Los primeros dos tdrminos a la dmecha de (10.7) aparecen tambibn en 
el caso de una l i bha  de comente en equilibria difUsivo (d). El primer0 represents el 
decaimiento de la energia rnagnbtica por disipaci6n Joule, mientras que el segundo es el 
que da origen a la inestabilidad. El tercer t h h o ,  que aparece solamente cuando existe 
un flujo de orden cero e a x y ,  es claramente estabilizante y se debe a que el 
movimiento tiende a reducir la componente de campo magnetic0 normal a la k i n a  de 
comente (ver secci6n 3.2). 
La estabilidad de la 1-a de cofiiente fonnada por la componente Bx tambien 
se puede anslizar coosiderando un flujo de equilibria con t(O)=xw) y dO)po~h donde 
yes la h c i b n  de flujo magnCtico, fiente a perhubaciones de la forma 
{('I = xf, (y)c, (10.8) 
don& B +')/* A'+( 1/2)x2 w' y ~ ~ ~ 4 # ~ ) / t b r = x  son las componentes del 
campo magnttico perhubado. Las qrtsiones (10.8M10.9) corresponden a 10s 
primeros ttnninos de un desarrollo en potmcias de xn de las fimciones de corriente y de 
flujo magndtico perturbativas, donde se supone que el valor de x es pequefio compa&o 
con la longitud de la l h m b  de comente y se desprecian 10s t6rminos de orden superior 
2 a x (ver, e.g., Biskamp, 1986). Con &as hip6tesis las ecuaciones de la 
magnetohidrodinimica (previamente l inhdas)  se separan en 
(li - f0D - ~-v,d)~, = fi<o + 2y2 , 
donde Re@) es la tam de crecimiento de la e i 6 n .  Como la ecuaci6n para ry2 esth 
desacoplada de la restantes se pueden considenu dos casos: i) si wdl, el autovalor h 
est6 determinado por (10.12) y la soluci6n yci genera a fl y yo; ii) si my la ec. (10.10) 
determina el autovalor h y la solucibn para fl genera a yo. En un flujo con fo=ay (a=cte), 
se puede integrar (1 0.12) en el primer caso para obtener 
Integrando (1 0.10) en el segundo caso, se obtiene 
donde mlz=-D2f1 es la vorticidad perturbatin. En ambos casos el flujo es estable (es 
decir Re(li)<O) para a>O. Cuando ad) las expresiones (10.13)-(10.14) no tienen signo 
definido y el flujo puede ser inestable. En este ejemplo el tdnnino que da origen a la 
inestabiidad en (10.7) es nulo, por ser &(l)/& para una perhubaci6n de la forma 
(10.8). Tomando un mayor n b e r o  de thniuos en 10s desarrollos (10.8)-(10.9) se puede 
estudiar la estabilidad de estas configuraciones recurriendo a un mCtodo numCrico para 
calcular 10s autovalores. 
10.2 Flujos planos dependientes del tiempo: soluciones numericas. 
Un flujo de estancamiento en el plano (x,y) tiende a estabilizar la 1hmh de 
corriente, reduciendo la componente de reconexi6n By del camp magn6tico a la vez 
que amplifica la componente Bx (ver secci6n 3.2). Este efecto se opone a la permanencia 
de configuraciones con reconexi611 y hvorece en cambio la formaci6n de l a a s  de 
corriente alargadas de d c t e r  cuasi-unidimensional, como las estudiadas en este 
trabajo. La consolidaci6n de la l h b  de corriente en flujos bidimensionales se puede 
ilustrar a trav6s de soluciones n d c a s  obtcnidas directamente a partir de las 
ecuaciones magnetohidrodidmicas con efiectos disipativos. 
10.2.1 Ecuaciones y condiciones de contorno. 
Las ecuaciones correspondientes a un flujo plano incompresible (densidad 
constante) en dos dimensiones, con viscosidad y resistividad uniformes, son 
m = -v2~, (10.17) 
donde {(x,y,t) es la h c i h  de corriente, y(x,y,t) es la funci6n de flujo magn6tic0, 
o(x,y,t) es la vorticidad y [f,g]=&&g-&g$f (ver capitulo 2). Estas ecuaciones se 
resuelven num6ricamente en una regi6n rectangular del plano comprendida entre 0- 
y -k*. En las fronteras y+h se inyecta plasma y flujo magnCtiw a1 sistema en forma 
continua. Las ecs. (10-15)-(10.17) se pueden escribir en tdminos de magnitudes 
adimensionales definiendo nuevas variables de la forma t+tVA/h, y+y/h, x+x/h, 
wv/B& y gwvAh,  donde VA=BO/(~~C~)'" es la velocidad de Alfven en el punto 
(x,y)=(O,h). Los padmetros adimensionales que aparecen en las ecuaciones sin 
dimensiones son el niunero de Reynolds SV'=vAh/v y el nhe ro  de Lundquist S=vAWv,,,. 
Las distribuciones iniciales de velocidad y de camp0 magnBtico, expresadas en 
las variables adimensionales, esth dadas por 
donde a, b son constantes arbitrarias y MAqvy(v=h)VvA es el nl'unero de Mach-Afihico 
calculado en y=fh OFfl en variables dimensionales). La funci6n de corriente inicial 
(10.18) representa un flujo estacionario con un punto de estancamiento en el origen 
don& el plasma ingresa con una velocidad normal vy=MA en y=l. El caso con U= 1 
corresponde a un flujo irrotacional estacimario (ec. 3.7). Variando las constantes a,b en 
(10.19) se obtienen distintas configuraciones iniciales de camp0 rnagn&ico, desde un 
perfil lined sin reconexi6n (A) hasta una distribuci6n potencial con un punto neutro 
de tip hiperb6lico en el origen (PI, 24). Las configuraciones iniciales con b=l 
corresponden a campos magn6ticos mcmectados donde B e  en y=fl. 
Las condiciones de contorno apliwias en la fiontera y=f1 son 
W,Y = f 1st) = 5,(x,y = * 11, 
a,g(x,y = *i,t) = MAUx, 
y(x,y = f 1,t) = yo(x, y = f 1) - E,t , (10.20) 
donde & representa aproximadamente el valor del campo elCctrico (adirnensionalizado) 
en 10s contornos (&w.y-l& en y=*l cuando U4). El caso con E=O corresponde a un 
sistema sin inyecci6n de flujo magn6tico. En la hntera de flujo saliente wS se uSarOn 
las condiciones de contorno 
S(xs,v,t) = Co(x,,r) 9 
a,C(x,,~,t) = 0, 
a,v(xSsy,t) = 0 (10.21) 
Las soluciones numCricas sc obtdobtwicrol resolviendo el problema de valores 
iniciales con un esquema de d i f d  finitas de tipo implicito. En 10s csilculos se 
usaron hasta 257x257 puntos sobre una grilla num&ica cartesiana, generalmente con 
Ax=2Ay. El esquema numdrico, incluymdo hs condicioms de contorno (10.20)-(10.21), 
se prob6 mediante una serie de corridos para dguraciones con un camp0 magn6tico 
formado por lineas rectas en un flcl)Q h o t a c i d  0). Se obtwieron soluciones 
correspondientes a sistemas sin i n y e d h  tie flqjo magdtico y con inyccci6n continua a 
una tasa constante. Las soluciones calc- a partir de las ecuaciones (1 0.15)-(10.17) 
coincidieron en todas las pruebas realizadas con las predicciones tdricas y num6ricas de 
10s capitulos anteriores. El mbtodo de discretizaci6n y la soluci6n del sistema de 
ecuaciones no lineales resultante se discute con & detalle en el ap6ndice. 
10.2.2 Consolidaci6n de la lamina de eomente. 
La fig. 28 muestra la evoluci6n de ma codiguraci6n con un campo magn6tico 
inicialmente reconectado ( ~ 0 . 1  y b=l en 10.18), en un flujo rotational con U=O, 
S,=lOOO, S=500 y MA=0.2 &=SM~=100). En este ejemplo la funci6n de flujo 
magnktico satisface la condici6n de contorno a@&=O sobre las fionteras ubicadas en 
y=fl. Por lo tanto, el campo magnMco que ingrew en forma continua a la regi6n tiene 
solarnente una componente Bx. Los @cos sucesivos muestran la evoluci6n de la 
conEiguraci6n para tiempos sucesivos a partir de M. Se observa claramente como la 
componente By del camp magn&ico inicial es reducida y expulsada por el flujo, 
fomhdose una lh ina  de corriente alargada de deter cuasi-unidimensional que 
termina por abarcar la regi6n del cirlculo en poco tiempo. Cabe observar que la tensi6n 
rnagnktica del campo magnbtico reconectado favorece este proceso para valores 
pequeiios de MA, ya que tiende a acelerar la expulsih de la componente reconectada 
mientras se desarrolla la l h h a  de comente a partir de la componente Bx amplificada. 
La configumci6n final (ver la figura para t-6) corresponde en fonna muy aproximada a 
una limb de corriente unidimensional plana, como las descriptas en esta tesis. 
En wnbio, si el campo magnotic0 que ingresa a la regi6n del flujo tiene una 
componente adicional By (a@&& en -1) tambih se observa la formaci6n de una 
lslmina de corriente de carhcter cuasi-unidimensional, per0 cuya longitud depende ahora 
de 10s valores de S y MA. W e  tip0 de configuraciones se muestran en la figs. 29-32, 
donde se @can soluciones (aproximadamente) estacionarias correspondientes a flujos 
con U=O y S,,=2000, obtenidas a partir de una distribucibn inicial de camp0 magn6tico 
dada por ryo=(l/2~-2).  Las fig. 29-30 comesponden a dos soluciones con el mismo 




obgenra la fbrmacidn de lhh de corriente d - u n i m o n a l _  q p  mta 
ad& utut compleja de W c i b  en el extremo donde el chm de plasma que 
se deamlla dentro de Ia re& W p d v a  es abnqhmente desceletado (Bidcamp 
(1994) discute estas regiones eon &to W e  a partir de simulaciones numQicas de 
configuraciones s h i h m  rd izaht  p~ Bl mimm). Para valores menores & R, se 
obtienen soiwiwes m m  Im qw se m m  en las figs. 3 1-32, en las que se form una 
regi6n disipativa relativmmie pequetia En flujos con valores bajos del nibem de 
Reynolds map&w hay poca intena&adn de la componmte B, &l campo 
maguktico, por lo que la codgumih hiciahate rwmwbda casi no se m&a. 
La innuencia del nibam de M a c h - M o o  & se puede apfeciar cornparaado 
hs fip. 29 y 31, donde se g m f i ~ ~ l l  dos soluciones con S-2000 pero con dhthbs 
valores & &. Asimismo, las sotuciona de his figs. 30 y 32 corresponden a un valor de 
S=lOOO. En 10s dos caws Ia longitwt de Ia Igmina de es m a ~ r  para vdom 
msls grandes de MA. La influeach del n b m  & Lmdquist se mumb en tas f is ,  29 y 
32, que corresponden a b s  solucioncs con el h a  valor & MA4.0S. En todos estos 
ejemplos se obsenta que Ia longitud de la regibn dispatim h a l  es mayor en la medida 
que son mayores MA y S. EStO equivale a itmr valores m4s grandes de R, con lo cual 
hay uua mayor intensifmci6n de la component+ &, que favmae la comolidaci6n de Ia 
1- de corriente. 
En Las simulacionm numQ.icas de mwmxibn llmdm a mbo por Bislcemp 
(1986) siempre se obsem la fbmmi6n de urra lhb de d e n *  cwi- 
unidimensid cuya longitud cmce con & y S. cumdo fa h i m  de corrimte es lo 
s u f i c i ~ ~ y ~ ~ ( v a l m ~ d e s & ~ g S ) ~ d a r s e a d e ~  
~~B %mi&', gaehdose islas m@clts denim de la h h a  & corriente 
gut 1- son expulsads pw d cham, & plasma. Badudase en sus resubbs  
nran&ic08 Bidamp hace una importante dtica d modela tie recortexi6n dpida & 
Petskk  (Bhbmp, 1994). La tendencia a fwasar l h b s  de d e n t e  &mbih se 
obgenra en la9 shulaciom ntun4r-i~~~ de flujw ctmpmsiilcs realizadas por Jim & lp 
(1991). Psra cimtos rangos & vdma de los parhetm estos a u b m  obtienen una 
d 6 n d e t i p o i n W ~ ~ d a ~ l a ~ h d e ~ a n m W d e  
oorri&. El trabajo de Yan, Lee & Priest (1992) mwtm la fhmci6n de rma h i m  de 


11 Evolucidn tdmica de la M&a de comente. 
11.1 Efectos no lineales de 1s tempemtun en la evolnci6n de la lamina 
de comente. 
La disipaci6n g a d  d-te h wohi6n del camp ~ ~ ~ 0 ,  que dcanur 
d o m  muy elevados c d o  el n6mwr, & Reynolds m g d i c o  R, es grade (ver 
capitdo 91, puede dar lugw a un &mepa0 b p r t m t e  de h te-tura eg *a de 
corriente. En estos cams se produce un acophmiento no heal entre la y el 
camp0 magn&iw a travCs de la difusividad mgn&ca, que tiene ma dependencia con la 
-tura d~ la f m  V ~ O C T " ~ .  
El d o  W a d 0  de este complejo pmao,  incluydo 10s efecbs de la 
cumpresibilidad, viscosidad, h t m p f a  de l a  dc ientes  disipativos y oms factores 
fiicos relwmtes, itnplica un esfuem computmiod considerable en dm dimemiones 
y el tiempo, Como una primera aproxhacih al problema se propone un modelo 
simplicado de d c &  unidimensiod qy manthe la hip6tesis de hcumpresibilidad 
(Bender & Gratton, 1994). En esta ap-i6n la ecwi6n de mvimiento admite 
soluciones irrotaciondes para el flyo. EI ~ h m i e m t o  en& la temperatura y el campo 
magn&co se dh, tal como se obtient a peutir de la -ria de pmcaos de hmportes 
en plasmas, a travQ de una dependencia con h teqmtm de k difbividad nugdtica 
y la disipacidn Joule (en h ecuacih de -), 
Las ecuaciones no lineales que d t m  del modelo incompmible se resuelven 
nume- para deteaminar la Mumcia de lm que rigen la evolwih 
deI sistema. Bajo cierks d c i -  se pwde originar un " h b q w  thnico" de la 
regih disipativa, ya que el valor load de R, crece a1 aumentar h t m p d m a  del 
plasma @otque diaminw vd. Como mmcmmda el ancho 6 de la M h a  de cdente 
flujo incompresible, incluyendo una dqmbcia con k temperatura de la viscosidd 
v(T), difwividad mqdt ica  v ~ T )  y COnduGtvidad W c a  W,B), se putden d b ' u  
donde n es la duuidad (constante) de n h m  de partidas, p = =  at es la Maicidad y k 
es la constante de BoItmmn. En (11.5) no el t h h m  c o m p d i t e  a la 
disipci6n viscosa 2pvQdvp ,  qus se supone desprwhblc fmk al sfecto & La 
disipacibn Joule. Este s i b m a  de dories se stdisface en forma exacta para flujos 
imtaciodes pianos y * m ~ ~ d o s e n c o o r d e s l a d a s ~  
y ciIindricas por: 
pho:  vpax, v m  
Bx=W,t), WBZ=O, 
T=T(y,t), 
Con estas ~ s i c i ~  se obtieam k e c a a c h  
don& fl mrrespode a un flujo p b  @=y) y s=l al caso c W c o  (<*). La 
ductividad e l M a  en (11.7) tiene ma depmkcia con la tempxatura de la forrrra 
(T~To)~, do& To cs h tempmtm inicisl (mifmm) dd plasma. En &e Mode10 la 
conducci6n t i h i c a  se produce en dixeccidn ptrpendicuIar a las heas de campo 
magdtico, pues mI&=O para srl). LA conductidad W c a  perpendicular 
h~ comqmde a la de Braginsldi (1965) em el llmite de c a m p s  m g ~ t i c o s  intaws, 
mi- que es la Conductividad t&Dic8 imrhpim @=O). 
El problem de domi iniciales se reamlve en un intervdo hito  
hay iuyedbn de flujo magnctim b dhmia ~IO mmpmde a la c s d a  & longitud &l 
campo en inicid. Cuando dste  i n w h  continua de flujo map&cn (traido 
por el mwimiento del plasma) el valor de la tasa a la 4 hgma flrjo xmgdtico v@ 
deterdm la e s d a  b. Esto es quhlentt a Gar el valur tie la vehidad v+ y del 
o a m p o ~ c o ] B o e n y e h g , q ~ ~ w l a f i o t n u r ~ ~ s e p r o o e d e p a r a e l ~ c u I o  
n+w de hs soluciones. 
L o s ~ e t m s a d i m ~ ~ p ~ l a s m l n c i ~ ~ e l n ~ d e  
'co ~,-'/vp(k el n b m  de W1et P ~ ~ ~ O ~ I Q  (donds wwn es Reynolds 
la difusividad t h i c a  isottbpica), el dent8  de la candrrctivdad thrdca is-ica y 
#cular r v i o ,  y el miem dc las mergh mapdtica y Wc8 iniciak 
~ 2 / 8 ~ ~ ( 3 ~ ) .  
El eqtesor de la h i m  de conicnte y la hbnsXc~ci6a &l camp magakticn 
hicia1 *den de R. -&In para &, pan r l ) .  Sohente para 
v a l ~ ~ & ~ s e p u e d e ~ b t t n c r ~ m d ~ e n t o i m p o t e a n t e d e l a r e g i h  
&@ativa.EIefecto& h ~ 6 a ~ e a l a r e ~ h e x t e m a ( ~  M ) d  
~ l p o r P g m i ~ q u e e l a ~ & k t e m p e r a t r a a ~ & h ~ b  
d e n t e  cEepende del valor de y (0 m& p&mmmte cle Per). Este panhmtm mide la 
~ u m c i a & l c s m p o m @ t i c o s o b r c l a ~ d a d ~  Curvndoy=gmdeel 
c a m p o ~ 6 t i ~ t i d a r e d u c i r d ~ l o c a l & h ~ ~ ~ c a , e v i t a n d o l a  

Otros factores que detmihm Ist mluci6n temporal de las soIucianes son la 
paridad del campo magm&ico inicial @at o hpar), la g e o d  de la configuracibn y la 
presenck o ausencia & inyeccibn de fbjo magdtico. 
Las soluciones numkicas se obtwiaon integmndo Ias ecs. ( I  1.7)-(11.8) usando 
un esquema de diferencias Mtas de s e p d o  orden que se describe en el Afidice. Las 
corridas numdricas se U r n  a cab hasCa dwuar am d o  estacionario, en csso de 
existir, o bien hasta que la grilla n&a fwm h q m z  & resolver la delgah himha 
de corriente origin& como c w s ~ c i a  del e&cto de acoplsmiento WCO. 
11.4.1 Evohcidn de la disipaciiin sin in j d b n  de Uujo magndtico. 
En h figs. 34-37 se muestra la disipaci6n Jude total (por unidad de h a  y de 
tiempo) ~(t)=(v.d47e)!.~~fl/~o)-~~(d~1d~)~, medida cn unidades de uWo con 
w0=&/8% para solucioncs planas (s4) sia inyecci6n dc flujo magnktim. La. figs. 34- 
36 comesponden a soluciones con un ampa mgnBtico & tip0 par, coxl 
lyy,~)=~oc0~~~2~~/ho). 
La innuencia deI pat$metro E se mw&a en las curvas de la fig. 34, don& se 
mantienen fijos 10s otros pdmetros: Pe=O.O1, y=100 y &=1000. Cwdo I=0 el campo 
-tic0 alcanza el estado estacioaatio &@w] repmentado por k gmssh  (4.16). 
Esta soluci6n wrresponde al caso sin ef- ~~ con T=To=cte (ver capitdo 4). 
Tomando d.01 tambih se obtiene uu 40 m c i d o ,  per0 con ma disipacih 
h i  levemente mayor que en el cam antmior. A medida que aumenta el valor de E se 
daman valores mayores de d i s i p i h  en lapses de tiempo m i s  cottos. La sohci6u con 
 IF^, que tiende a crecer indehidamente de manera apamtemente exponential, termina 
por 'bexplotar" (a1 menos n e c a m e n t e )  en poco ti-. En cambio, la solucibn 
mrrespondiente a ~ 4 . 1  r e p m t a  un cam marginal en el limite entre disipetcih 
mimaria  y el "desboque WCO" o b r d o  para -1. La innuencia de y se mwstra 
en la fig. 35. Como se sePlal6 m la d 6 n  11.3, 10s efectaa ~~ son d s  
i m p o ~ p v d ~ r e s ~ d e e g t e p a r s m e t r o , a l i ~ q u e e n e l ~ d e s . E s a s i  
d . 1 ,  dentras qab las he89 pllmada mpmmm ~ ~ u c ~  con @mjemim 
11.4.2 EvoluaC de la diripaddn con inysod6n de flnjo magn&im. 
En w&gumiwts &nde existb u ~ r  hyewiQ continua & flqjo mqp&ico, por 
ejemplo fijando el valor &l a q o  m a & b  en I s s  efeotos t h b s  m b b  
soxr imporhta .  En la fig. 38 m i l W  este ma @& la disrpaCi6n Joule total 
m q m d a t e  a dm 801ucimes hqmm cm mtm. La c u m  con d 
mmsponde a fa mlucibn ~i~ mpmbuh por Ia frmci6n & Dawsan (a. 623). 
Tomando un valor de ~ 0 . 0 1  la m l u c i  mp&a aim valom cltmh de 
11.5 ApXimciones a fendmenor, disipativos en plasmas. 
]La disipacih que se obtiene ea las qEcaci.mes & estos modelos a divams 
&emas fiicos, como 10s ~ e n e l ~ i ~ 0 9 , p ~ s e r a u n ~ i m p o ~  
m d o  se inc1uyen efectm M m .  En d caw del flujo genedo pw m 
 to de la colnmnn de plasm comprimido en el Plasm FOCUS (s=l en las 
ecs. 11.7-11.8), lar d c i o n e g  fisicu que se asuma sun To-2000 eV, 11-ldo an4, 
&los Gauss, r d . 1  om y UVIO' d s .  El csmpo mqdtico axial Bo se origins en lor 
~ s g e a e r a d o s d u r a a t e l a ~ e n l a ~ ~ . C o n e s t o s ~ o i e s s e  
obtienea lor swentes ~~ adbembda: &l.lxl~', ~ ~ 8 . 3 x 1 @ ,  y-150 y 
d a t o 4 .  
En la fig. 39 se mmtra la evduih de Ia amgh m c a  (por lmidad de 
hgitud en z) ~(t)c(l/S~>I~%~dr, pm soludoDcs w m p d i m t e s  a uu! 
wdigud6n o i h d h  wn un ma@ica inieial B ( . . I O ~ B @ S ( ( 1 3 2 ~ ) .  La 
o m n o o n ~ ~ = l . l x l ~ ~ a u l o l u o i d n ~ s i n s d w t o s ~ ~  
(ec. 8.45). ~p~ 10s parhdws &I Plasma Focus se obtiene una mluci6n cuya 
enem crwe muy dpi- en G e m p ~ ,  oamo se 0- en el @CO. 1La 
itLal~encia de h geometrh &l fluto m miat claramente en h cuwa M o r  & 
h figma, que componde a la ev01d& & k energfa mag&- en un fluja plam, (d) 
con sO, supnimdo un campo mag&& "mioiaI de Ia lFomta 33(y,O)=Bps((dl)y/bo). 
La evoluci6n temporal del p d l  Be la t e m p d m  (iniciahmte unifmne) 
wmpondiente a la sol1hci6n del Plasma F w ,  m muMm en la fig. 40. 
Como un ejemplo de apliwi6n a k fiica solar se consideran nuemmate 10s 
padmetros compondientes a ewawh tmdicionales de fulguraciones en la wmm 
(ver seccibn 9.3): ~ r 5 x l d  K n- 1 01° cmd. Supmiendo un flujo plano un hplo8 an, 
uV1 oS O ~ / S  y ~ ~ 1 0 0  ~ a u y  ~e OM- k-lolO, y ~ & ~ l  ol0 y S-2~10'. LOS 
elevados de estos p a n h t m  ~~ la wlucih @ca del problems debido a la 
hnkiones pdcticas &l tamafI0 de fa grrilla de difemcias fitas. Sin embatgo, 10s 
multados o M & s  a pa& de solwim con v d m s  m8s peq-os indican que se 
producin'a un amento considerable & h disipaci6n y una aceleracibn importante &I 
proceso disipativo como eonstmen& $el wpIamiento t M e o  (ver tsmbih las 
digcwiones de las secciones 11.3 y 1 I.@. Por otm park, como se se3al6 en la mih 
9.3, cab esperar en eshs condici0~1&~ un cscawio &GO en el que un evento 
explosive inicid (un "nanoW1) genera ma avalancha & e W d o s  vecinos con 
escalas de tiempo d s  corEas y v d w  de -i6n a h  ma- d& e 
intensficado por 10s efectos W c u s  qm m -tan a. 
&Wendo variables adimensiumh de la furma y+yh, B+WBo, T+T/To y 
t+at, Ias ecuaciones comqmnditmtes a arjos p h  (dl se pueden esetibir como 
don& AT=T-1, de manem que A T 4  para M+m. En hs expsiones anteriores 
i i m ~ m 0 / v m 0  y Xf l ,B)=~~f l ,B)h~  do& vw yAm 10s valores do la 
dhbividad mgn6tica y conductividad W c a  para T=I. 
En metales Uquidos (ver tabla 1, capitdo 2) la ductividad tdrmica depende 
solamente de La tempetatum y E = ( B ~ & z ~ ~ C T ~  do& C es el calm especlfiw pa 
&dad de 9 es un padmetro i d e p d h t e  que en principio p d e  tmm ~ualquier 
valor. En cambio, cumdo se time un phma el vdox de 13-ll$ &be ser pequdo para 
que valga h aproximacibn de flujo incompresible (ver seccih 2.2). A primera vista esta 
condicibn implica que el W o  de &ipi6n Joule en (I 1.10) es despreciable hnte a1 
tkmino de advecci6n ygAT/*, qw represtah el ingteso de plasma H o  a h 1- de 
mniente desde la reg& extema &l flyo. S h  embargo, es importante ohrvar que la 
disipacih se vuelve muy intcrma para vslm g r a n h  de &. En estos casos el t6rmino 
(l&)(a~/&)~ pu& ser importank dmtm de is r e g h  disipativa. 
La ixlten~Sc8~i6n de la en* W c a  d-te Ia evoluci6n del camp 
magnktico se puede an* a partir & expsiones integrales de la ecs. (1 1.9)-(1 I .lo). 
Integrando mbas ecuaciones, &spuds de multiphr a (10.9) pox B/4?t, se oMme 
donde por hip6tesis /ybI+O para y 
Suponiendo AT=O a +O (kmpmtm unifoxme), se time que aAE/&=7dM al 
cornem el flujo. La emq& t6mica A33 cre~e inicialmente en form proporcid a E 
debido al Catmtamiento Joule @-0(1) en hi eIspa inicid). El tkmino & edrkniento, 
que comspunde a -AE en (1 I .12), se wive hapmhte recih cuando AIHI(1). 
Cornbibado las ecs. (1 1.1 1)-(11.12) se &ate 
Por lo tanto, la en@ total (Ma y-) crece solamente cuando 4mWbE. 
Un estado m i d o  puede existir, en -0 ,  si a s W c a m m t e  D+W al misrno 
tiempa que f f i + h W ,  COMO se dmptvde de (1 1.11) y (1 1,13). En flujos pianos la 
amplificaci6n de h ends magn6tica tiem unn ley de escaIa de h farma w-x~ , '~  (ver
capitdo 3). Luego, para un fIujo W d o  se obtiene ma intensifmcih de la energia 
temaica que es apmxhdanente del aden de AEA'IEEL~. Cuando 4&'%>1 la 
energia tbrmica puede alcaazar valores mwy devados, a h  con s<<l. 
Un argument0 similar se p d e  rtpiicar en el cam de flujos convergentes con 
geomettia cihdrica (sell. Los balances de mergia areqmndientes son i g d s  a 
(1 1.1 ])-(I 1-12), a excepcidn de un cambio ear la defmicih & las integdes: 
En el cttso cibdrico se tiene una htemificaci6n mayor de la energfa mgndtica W-%, 
de manem que para h j o s  estrmcidos se abtiene d E 9 a .  
Estos resultados sugieren que Ios efectos tBrmiws comi- a ser importantes 
en la evoluci6n de la lemioa de CMtimte cuando 47t&(*lp-l ( s 4 :  flujo plano, s=1: 
flujo cilindrico] y que para v d m  pur encima de este l h t e  se puede producir un 
"desbque thnico" de la regk disipativa 
Si la evolucibn del camp ma@b ocum en una regi6n de plasma donde el 
valor de P & ~ c T & ~ :  es grande, por ejempIo Bo=lO y &,=lo4 (s-1lPd.1, 
4-ln-1 20), el modelo incompresible &scribe adec-exlte la primera etapa de la 
fonnacibn de la Emha de coniente, El campo magnaw iniciaI se intensifica a1 i l m o  
tiempo que aumenta la temperatmi deE& a la disipi6n Joule, con una varhi6n de P 
dcl ordm de ~ I ~ ~ T / B ~ ~ A E / W ~ ~ .  En cammencia, La evolucibn de la h i m  de 
corriente puede desarrollarse en condicimes cuasi-incompresibles (es decir con P>1) 
dwmte ua tiempo considmbfe, p q u e  la htemS~&bn del camp mqpdtico es 
ticompatiah por un m t o  pmporcicmd de la tmpatura qw lirnita d descenso de P. 
Asimismo, para un flujo con R&(1) en ma mgi6n de hjo P, es deck con e-l/po>>l, 
la intemificaci6n del campo magnktico es deqmci&le y ias varhcianes de b presibn 
rnagnktica AB2 ~ 2 s i  no afectan la deosidad &l plasma. C a b  esperar entomes que el 
mode10 iacompresible tambih sea una buem aproximacibn en este cam. 
C l a r o ~ q u e e X i s t e n ~ 0 ~ & ~ y R , d a n d e ~ ~ i o n ~ & l a p ~ i 6 n  
magn6tica producen cmbios im- en la M d a d  del plasma Por ejemplo, en 
plasmas con P<<1, o para v a l m  muy grades de &, k mdici6n de 
incompresibiiidad no puede mantmerse pot mucho tiempo. En estos c a m  el modelo 
incompresible debe ser superado por otro que amtemple 10s efectos de la 
cumpresibilidad. IA evolucibn de Isminaar de d e n t e  en flujos cumpresibles wnstituye 
un problema muy complejo y se conme poco acetca de est;os reghem. Por otra parte, 
la extensidn deI d i s i a  al caso compresible requiere un esfuerzo mmputacional 
importante ya que deben ~~01veme b scuaciones completas de la 
magnetohidrodinhica en dos ~~ y el tiempo. Algunos trabajos que se hrmn 
acupado de los efcctos de la wmpmibilidad en la mluci6n de I h h s  de corriente y 
problemas de reconexih msgpdtica son 10s & Sato et al. (1992), Jin & Ip (I991), Jardin 
& Priest (1990), Priest (1985) y Fotbea, Pkst & Hood (1982). En ia secci6n siguiente 
se propone un modelo compdb1e sbpEcado para Ia evoluci6n dc l i d a s  de 
d e n t e  p h  sin reamexih (es daek clon w). 
12.2 Un modelo compmible de amiquihcibn magdtica. 
Las ecuaciones de la - para fiujos compmsibfes p h o s  
admitea una sepamci6n similar a1 del w'bomprd'bie (ec. 3.1), si se supone w&=0 
en la ecuacidn de movimiato y se inmpm un thin0 de h f m  pjx, que 
reemplsza al gdimte de presih como motor del fIujo. Este tdmino d en forma 
continua e inexorab1e, i. e. no hay efecto & dbnentacidn subre d mismo, por lo que el 
Mode10 exagem el efecto de reduccih la dezmil  clel pfasma ( " p h  depeletion"), 
como se ver$ m4s adelante. 
Con e&s hip&& el problem o w  se d u c e  a una dimensi6n y el tie- 
p m  Ias variables 
n=n(y,t), v,Ix=Ny,t), v,=-f(y,t), vz+, 
Bx = Wy,t), 3~334, T = T(y,t), (12.1) 
dondgg &idad de pdculw Tomando n(y,t)=no (mnstantk) y q'=f se 
obtiene immmate el m d l o  ~ ~ 1 e  dd capitdo 1 1. h ecuaciones que rigen 
el flyjo, expresadas en las variables a d h m b a h  t+tUh, y+ylh, n+dm (p+plpo), 
cp+cpAh, f+f/U, B+WBo, T+T/Tb don& h es ma e d i t  de longhi catacterfsta y 
U=14h)h 
(v~=w(4np0)'~ es la veIocidad b AlfvQ) y 8 = ( ~ ~ / 8 ~ ) @ ~ ~ ) = ( ] . / 3 ~ ~ .  
El t h i n 0  pG, en (12.3) se d e b  a la prwmia del t h h o  fonante. El valor de 
E, que es un padmetro indepmdiente en el cam incompresible, ahora es funcidn de 10s 
valores de M ( n b m  de Mach) y a [nbem de Mach-Alfvhim). Este sistem de 
ecuaciones posee una soluci6n hidmdhbica shciomria (BO), para I~>>M!, de la 
forma 
qw t i d e  a Ia soIuci6a inmqmsibie (3.7) euando M+O. 
Las ecs. (12.2K12.6) se inSegra~~~l n d -  en el intewalo h i t o  -1SyS1 
usando un mdtodo de difixencias finitas con ma grilla mifbrme (ver A@n&ce). Como 
condicihn de contorno se i m p w  un fiujo Qe maaa pfi-cte en @l . Los vdores fijos del 
campo magndtico en las frontem de la regi60, de cdculo &terminan la inyeccidn de 
flujo magnCtico, Las condiciones inickles para las simdaciones nmkicas 
cormponden a dktribuciones & campo map6tico con MA>l (es deck un. camp0 
maptico inicial de poca inteasidad) en ua flujo con M<l dado por (12.7). 
Jhbido a1 g m  n h e m  de pdmtms que ttparecen en el problems se estudib 
principalmeate la Muetlcia de M y MA sdxe h evolucih del camp magn&im. La 
fegidn del espacio de pdmims eIegida para ilustrar Ios efectos 16Isicos mils 
siflcativos esth hitada tambih por ~~ del d c u l o  numdriw. Por 
ej-10, no es acil o W r  soluciones pa?s vaIores aitos de R, yP, y E, Por lo tanto, Ios 
resultados que siguen no implican cp el moddo no pueda predecir valores de energia 
magi&ica o de tempmima mayoxes que 10s casos dedptos. 
12.3 Soluciones nnmericas: efectos de la compresibilidad. 
123.1 Evo~eci6n de la energfa magn&ia sin iuyeccidn de finjo magn&co, 
En las figs. 41-43 se rn- la evolucibn de la energia mapdtica totaI @or 
midad de h a )  ~ ( t ~ l l ~ n $ - ~ ~ ~ ~ d ~ ,  para divemas d g u d -  sin inyeccih de 
flujo magn&co. La fig, 41 mmpde a un ampa mgn6tico impar can 
B(y,O)=sen(ley), %=500, P.=IO" y ~ 1 0 0 .  La nwa (a) qmmta uns solmi6n casi 
immpresible con M4.1 y &=I0 (~3 .3~107 .  Los efectoll dc la complesibilidad sea 
m h  ~~ en la solucibn de la cum& 0, dmde M4.S y MA* (d.lx10*2). La 
cum @) es un csso hkmnedio wn M4.2 y &=5.0 ( ~ 3 . 3 x l r ~ ) .  En todas estas 
solrtGiones impares sc podwe ma ctupa iaicid con ampuwibn & la energfa 
~ ~ g u i d a ~ e l ~ m t o ~ d d c a m p o ~ .  
dcbcaguchpaih~~&p6cel~magn~.nplifiadoticndca 
fjlenar el movidento del p k k  q~ bgmm a la l b h  de corriente. En flujos 
dmpnsibles este ef&o no se mauS@@ ptle9& quc la ecuacidn de movimiento se 
desacopla de k m i 6 n  &I c m p  (aanque la presi6n &I fluid0 disminuye 
a1 crecer el q, ver cagitulo 5). 
Un comportdento similar se dmma en el cam de las drmciones pares de h 
fig. 42, donde se muestra la ewlwi6e d~ la me& -&ca para flujos con ua c a q o  
mgnitico inicial B(y,O)-Ms(~/2), L406, P~IO' '  y~ 1 0 0 .  La cuwa (a) repmenta la 
soluci6n incompresible con T=To constan& (dl). Pasando de la c u m  (b) (M=O2, 
M*=5.0, ~ 5 . 3 ~ 1  04) y (c) (M0.2, w4.0, ~3 -3~103)  a la cuwa {d) (M4.5,  M*=Z.O, 
& . l x l ~ - ~ )  sevueIven nub impmhnba les de la mqrestWdmi. A1 igual pue 
en el caso incompresibla las solucion~ pam a h m m  un dado Wive estacionario, 
pem cw una me& magnktica que es mmr en la medida que pesan d s  10s efkctos de 
la compresibilidad. 
La soluciones de la fig. 43 han 8ido obtmidas usando 10s mismos valum de las 
Gurvas (a), (b), (c), (d) de k fig. 42, peso c8n un vdot menox de &-ZOO. C!ompmdo 
mn his  was de k fig. 42 se o k m  un ~oqortamiento similar, pem con valores 
menom de enem en todos Ios cams @or mmamRm). 
123.2 Evolaci6n de la energIa magn6im con inyeod6n de flnjo rnqdtico. 
La fig. 44 muestra la evolucih de la em@ maga&ica para soluciones impares 
sostenidas por una inyecci6n continua de ado magnBtic0 ( s M c a ) ,  d u d  B(y,O)=y, 
h-200, ~ ~ 1 0 - ~  y y100, La cuwa (a) time d y ootte8ponde a h loIuoi6n 
incompresible estaciomia de D a m  (6.23). h c u m  (bxc) tambih repmatan 
soluciones hcompresibles, per0 con dbWw d o ~ s  de E. En @) se time tm valor 
pcqueb de ~ 8 . 3 ~ 1 0 ~ .  En cds ow la suluci6n alcaozs uo estado disipativo 
estaciomrio, pro con una mayor eaergfa magdtica qw en (a) como wmecueocia def 
&I acoplamiento tdmico (ver capitdo 11). Tomando un valor mAs grande de ~ 3 . 3 ~ 1 0 '  
' sc obtiene la c m  (c), donde 10s e- t4rmicos dm luop a un *id0 crecimionto de 
la energia magn&a en lo que parece sex ua ' c~boque  t b i c o n  de la q i 6 n  disipativa. 
Las~lwaar (dm) incluyen cfecm dB ta coxqmibilidad Lecutva(d) repmata  
uar rolucih paw ~ompwiblc (M-0.1 y &+LO) Qnds el valor dc ~ 8 . 3 ~ 1 0 ~  es igual
a1 de la curva (b). En este caso se al- un &ado ~ i ~ o ,  pero con una energla 
h d  menor que el de la curva (b) ( a h  ad es tm poco myor que en (a)). La soluci6n de 
la curva (e) tione M4.2, M*=2.O, por b pus ~ 3 . 3 ~ 1 0 ~ ~  es igud a1 de la soluoi6n 
incompresible de la cuwa (c). Aqui d efech de la compresibilidad es mhs importante ya 
que, a difmncie del caso incompmible, h solucih tiende s un d o  estaciomio sin 
que se produzca un "desbque t6dcow.  Estos ejemplos m&an que la 
compresibilidad tambih limita la intensSd6n de b energia magdtica en sohciones 
mn inyeccibn continua de flujo rnagnktico. 
En la fig. 45 st muem h evo1ucibn temporal tie 10s p d e s  de campo 
magnktico, velocidad, h i d a d  y taqemtm cmmpondientes a um soluci6n impar de 
camp0 mgn&co con i n p i 6 n  wnthua & flujo magn&co (simbtrica), donde 
B@,O)Ey, b2200, P.=~w~, ~ 1 0 0 ,  M43 y MA=2 ( ~ 3 . 3 ~ 1 0 5 ) .  El flujo cvoluciona a 
partir de la condici6n inicial(12.7) ha& format ma k n b  de mrrieate con un camp 
magudtico amplificado que cambia & sip0 en el origen (don& 6 el punto de 
d e n t o ) .  D m t e  la formacidn de k h b h  de cortiente h densidad del plasma 
didnuye en la regidn disipativa. Sin mbqo, cerca del punto & estandento la 
densidad vuelve a crecer un porn, al igual que h veiocidad vy, debiclo a que Ia 
d p a c i 6 n  local del camp magn&co f o r m  un "pinch" plan0 (vex Forbes (1982), 
don& sin embargo la k i n a  no es forzada). 
h fig. 45d r u a t m  que la temperatura en la lsmina de cmiente aumenta 
considerablemente. Asimismo, se o w  dos r e g i m  (w a C& Iado de la h h a  
& d ~ ) d ~ n d e h t e m p e r a t u r a ~ u y l e ~ ~ t ~ # ~ d ~ ~ ~ , ~ e e f e c t o  
se &be a uns expansih l d  del plasm qus se o t i g h  cumdo la presi6n mag&= 
reduce la velocidad v, ya qw, al mantenem fijo el valor de G, la velocidad de salida v, 
pdctictmente no cambia. En este mpe& ki -cia &l t h k o  fo- exam el 
efecto de ias phiidas c o n ~ w s  de energls. No o m ,  este ejemplo muestra que la 
F 1 4 5 . ~ & l a ~ & ~ m ~ ~ ~ t ~ ~ w a ~ h c o n t i a r r a  
at flujo ma@h. R.4W, &-I@, ~pf @, y=100, M.2 y &4. 
,-- 
(a) -w w@=. 
e ~ ~ e r ~ d i s i ~ e n d e l a ~ & ~ ~ n o t a n i n t ~ o o m o e n e l c a s o  
inmmpresible (do& la amplificacih &I mgdt ica  es mayor), puede producir 
un aumento importante de la kmpratm a ma regi6n Dada que Ia densidad en la 
lamina de corriente disminuye fporqulbd atanentar la pmi6n ma@ica dismhuye la 
presibn del plasm) la energin h d  par particula tambih put& al- vaIores 
considerables. 
El efecto de xedwcihn dc la da&M es a h  m b  importante (em este modelo) 
cuando se considera la evolucibn de m magdtico par, como el que se muestra 
m h @. 46, donde B&,O)=ms(~cy), &=200, P*?~U', ~ 1 0 0 ,  M4.5 y MA+ 
( ~ 2 . 1 ~ 1 0 ~ ~ ) .  En este wo no hay -&a de flujo ma@co: B w l  ,tW. El 
movimiento del phma rrmpIZca el camp0 magattic0 inicial para formar 
asinthticamente un fdamnh rnagn&h con 1 ~ 1  @l detip0 gaussiano (fig 46a). En la 
fig 46b se obma la formacibn una regih de whwamimto para la velocidad v, Este 
efecto se &be a ia accibn de la pmih ntqpkica ejercida p r  el campo mage&ico 
amplifrcado, que t i d e  a fmm el moMento. La densidad del p h  en Ia I f i a  de 
corriente disminuye MGBrnente, como mmfmn las cwas de la fig. 46c, mieatras 
que la tempera- wi no varia (fig 46d) 
humieado, 10s pidIpaIes &tm de b compresibiidad en la evoIuci6n de 
I h b s  de corriente p h  que rn- b soIuciorzes numhicas son: i) limiCat la 
intens5cacih de h enexgia magn&ica, hdmmbhate  porque la pxih nmgdtica 
tiende a h m r  el movimiento gue pduce k q l i h c i i  del campo ~ ~ c o ;  ii) k 
redwcih de la densidad del plasma etl h h i m  de codate. Cabe recorh, sin 
embargo, que la simpUkaci611 intmdtuida m d b t e  el &mino foIurmte exagera 10s 
efatos de fuga del plasma En cummmcia, 10s reguEtados del mode10 &ben ser 
c~nsiderados 610 como indicativoa de b &cbs fIsicos. Por otra park, a1 dhinuir  la 
densidad se p u e h  obtener valores de pot @cub muy elwdos dentro de h 
h h a  de &ate W, a h  cuatado d mhmimto en ua flujo compresible no es tan 
~ t e c o m o e n e l c a s o h c o m p ~ T ~ ~ ~ ~ q u e l a l e y &  
escah tanpod del prmso &I hlmdh&n sigue siendo muy dpida (tiempos 
hi-). 
LA evoluci6n del ampo ux&h en flujos magwtoldrddmicos con un 
punto de estancamiento a valom dtos dd d m m  de Reynolds magn&iw es un prowso 
dpido, que se desarrolh en escalas de tiempo hiddhhicas. La convecciiin y 
amplificacibn del campo magn&co pmm& inidmenie en Ia regibn &I flujo genera 
una delgada Ihmina de corriente, donde w produce ma inkma disipaci6n de la energia 
magn&ica acumulada. 
En flujos p h o s  incompresibIes la evolucibn de limb de corriente se 
camcterb por eI predominio de las C O ~ ~  de camp magdtico sin cambio de 
sip0 que se encumban contenidas en d piano del movimiento. Esto omme tanto en 
sistemas sin inyeccihn de f ly0 m a g d b ,  don& son hs linicas que sobreviven 
asint6ticamente, como en sistemas fads m&te una inyeccih continua de flujo 
magn&co. En estos casos la componente par del campo magnitico sostenida por 
inyecci6n crece en f o m  lineal w n  el tiempo, mien?ras h componente inpar dcanza un 
estado estacionario disipativo. Los principales resuitados obtenidos a partir del estudio 
de las soIuciones de aaiqukiba mapdtica en flujoe irmtacionales p b o s  (vX=ax, 
vpay ,  con a=cte) son: 
a) En wnfiguraciones sin inyeccibn de flujo nmgdtica Ia energia map&ica se 
iniensifica d-e la etapa inicial del flujo. Posterionnente, la componente irnpar &I 
camp m g a i c o  se miquih por compleb, Bn cambio, la compmte pm se cmwIida 
fomando uha delgada Igmina de coniente con rn pr6l de campo m a g d h  gaUS8imo 
de ancho & = l R  e idemidad pico bB&*, que s i p  disipando energfa 
mientras subsiste el movimiento. Este pmcew se da en un tiempo t-(IDa)&. 
b) En codgwaciones can inyeccih continua de flujo nugdtica la compcmente 
par f o d  del mnpo mgn&ico inicial crece indehidammte. La componente i m p  
(sostenida por una inyeccibn sim&ica & flujo magndtico) tiende asint6ticamente a 
fonnar ma Igmina de corrimk estwionarh con dos picos de camp magnktico 
opuestos, cuya intensidad cs propmid  a Rdn. E&a oomponente, ad oano la 
cmnponente par sin inyetxi&, alcmm un edJtado es tac ido  m unas pocas uniddes de 
at. En consewmc& a menos que la hycccii6n est6 bdanwda (es deck, 
que l@+qB=lim-yB) la mmpona& par fonada se mlve domhmie en poco 
timpo. Por lo tanto, las c o d g u d e 8  m i o n a h  de cmp magndtico con cambio 
de sign0 qrae se consideran h a b ' i t e  en estdos de procesos de mnexi611 
magnaca e inestabilidades resistivq mdtan ser h excepcih cumdo se examina la 
evoIuci6n del camgo magdico a paxtir de copldiciones iniciales gendrlcas. 
c) La componente de campo ma@ca normal. d plana del movhiento, que no 
es ampMcada por el flujo como en el cam & la compmente copIanar, se extixlgue 
completamente en un tiempo del orden de a*'. S o h t e  bajo cundiciones espeoiales de 
inyezci6n de flujo map&ico p d m  rwsksme Ias soluciones estacionarias de esta 
componente. Por Io tanto, lmol codigmci&n initial con un camp magndtico que time 
componentes tanto en el plmo &l ffujo de mtmcBmiento como en h direcci6n n o d ,  
a 
tien& sint6ticamen.t~ a formar una lemina de &ente c o d d a  completamente en el 
p h o  &I movimiento. 
En flujos con un punto de de tipa tridimensional la evolucih &l 
camp magn&ico es muy distinta Tadas hs camponentes del oampo magtt6tico hicia1 
se ani- en un iapso de tiempo &l onlea &l tiempo hidmhgmiw caracteristico, a 
menos que esGn sostenidas por una hyd6n continua de enera magnitica. A h  en 
1s soluciones estacionarias se obsewa  ma mmm amplificaeih del cmpo magndtico, 
que escala como &IN en &s flujos. Por d Mntrario, en un flujo axiahente simitrico, 
con un camp de velocidades qw canverge en fifoxma radial hacia el punto de 
estancamiento, la mmpan& d del campo m&tico initial se intensfica un factor 
veces mayor que la componente 8, m un flujo plano. La ampMcaci6n y 
deahiento del camp magn&co m e m  d g m c i w r e s  tambih se puede emdk 
media& solnciones autosirnilarest m d o  el flujo e.s w i d .  
L a  aplicaciones a fenbmems nisipgtivos rgpidos de la fisica espial  
(magnebsfera -) y de laboratorio ( P h  FOCUS) muwtm que utikmdo estos 
d e l o s  ~ c i l l o s  e obtienen valores de dkipacibn y a d a s  ~ t e ~ c o s  de t i q  
dentro de 10s rangos obsefvados en estos acmwios. Asummo . . sehahechounaporied 
problem de). caientamiento de la w m  soh, anatilando vdos d o 5  de 
dtsipaci6n de m a  magdtic8 en el mmo de las ideas de Parker sobre wnanoflmsn. 
Los resultados de la tesis p m i t w  obhm vlllons ckvsdos de disipaci6n (-3x102) erg 
s'l) en estos &OS sin La &dad de invoopr cmQmaci011es ad-hot & camp0 
h estabilidad lineal de ma limina de h t e  formada por la componente 
nomud de c m j m  magdtico B, se analiz6 d c a m e n t e ,  incIuyendo una componente 
adicional de veIocidad @ela a1 mag&b que permite el dmamllo de 
inestabilidrtde8 de Kelvin-HeImholtz (adan& de 10s m d o s  resistivos 'Yearing"). 
Usmdo un m h d o  &cial crm d ibmhs  kitas para cdcdar ias tasas de 
crecimiento de la pmtmbacibn, se mod16 qroe eI .flujo tiende a estabilizar la himha de 
comiente. Existen indicios tdricos y nl~tnkicos de que la h i m  de corriente fo& 
por la componmte B, (es decir en el plana dd movhiento) es a h  d s  estable que k 
fomada por 13, Este efecto, que se opme a la pmmencia de co~guraciones con 
reconexibn, se ilustr6 mediante s i m W i  W c a s  en dos dimensiones y el tiempo 
usando las ecuaciones de Ia ~ e t o h i d d b h k a  disipativa. Las solucionm numkicas 
codman la consolidacibn de l h inas  de d a t e  de d e r  cuasi-midimensional 
(mmo las estudiadas en la tesis) y se oomparan favorablemente con simdaciones 
m k a d a s  por otros autores. 
La inftuencia de la temperatma en h evolucibn del cslmpo mslgn&ico se estudi6 
en f u m  n d r i c a  utilizando un modelo p h o  simp%cado que d e n e  la hiphtesis 
de densidad constante. Las soluciones nudriciis muestran que la amplificacih de k 
energia magnBtica y su disipcih en forma de calm es a h  mayor cuando se incluyen 
efectos t h i c o s .  Pam valor= grandes de los pdmetms adim,ensio&s %, yP, y r se 
obtienen mluciones que muestran. ua "dtshque W c o "  de Ia regih disiiativa. Los 
plasmas solares son muy sensibles a este && dado l a  altos vdom de 10s padmetros 
que se obtienen para flujos en la corona solar. 
Cuan& las wkciones de fa @n mnankt;a son hpmtantes, por qemplo en 
plasmas w n  P<<1, o para Val- muy grandes de &, aparecen efectos de 
compresibilidad que no son-dedptos en el modelo iucompmible. Modelando el flujo 
de atan&& mediante la in-611 de un tttmino forzante en la ecmi6n de 
movimiento, de tal manera que el shma magmbhi d d i d m i c o  se reduce a un 
problem en ma variable espial y el tiempo, se atudi6 el efecto de la compdbilidad 
en un conjunto de mluciones n u d r h  a d g m c i o m  p k ~  de 
aniquiU6n magndtic8. La p n x d a  ds &p&ilidsd limita la intensiticacih do la 
e n e r g i e m a g n & c a y d a ~ a l l x l a ~ ~ t e & l a ~ d a d e n l a I g m i n a &  
coxride ( H p b  depktbn"). htus s&&dos deben set dderados  s61o corm 
indicatives de ef-s fisicos, ya qlta h -i6n &l tkrrnina fomnte exagew 10s 
efectos c a d o s  por Ia fuga lateral da pk!& 
En htsis, se ha amhado up d u n t o  de soluciws exactas del sistema de 
ecuaciones de la m a g n e t o h i m - v a  variables en el tiempo, La principal 
novedad de Ias  soluciones tmtadas en egEe t n h j o  esth en la qlificacidn de camp 
magndtiw debido a1 flujo de punto d$ etamaniato. Este efecto produce uxla 
consickabIe acelemcih & 10s pmesoa de m@daci&n magnfica. Consideradas en si 
mismrts, estas solucioxles repmatan ma vd&d & probtemaS fisiws, alpnos de 10s 
cuales se d d b e n  en la tesis. h h h o  ptden ser -, en otra esda, corn 
pi- o elematos wnstiMivos de sistmnm nib p d e s ,  formados por ma colecci6n 
estadidca & tales elemmbs. Em este s d d o  saa tambih aptas para uaa discwidn de 
estados de twbulencia ~ e t o ~ c a ,  donde m u c h  conQumciones 
disipativas basicas pugden fomarse caWmmnte. 
A.1.1 Dkret.ci6n de hs ecuaciones. 
En el rnktodo de difemmias finitas (F l he r ,  1988) se representan las funciones 
hcbgnitas, por ejemplo u(x,y,t), por sus d o =  en un conjunto discreto de puntos 
4i , ~ j =  u(xi,yj,t,I, (A1.1) 
donde x r = + k ,  yj=yO+jAy, h=t~+nd.t (*,I ,..., j=O,I ,... ,M; ;*,I, ...). Estos puntos 
d t u y e a ,  la @la numdrica. h auaciones orighales en deriwdas parcial~ se 
reemphzaa ea cada punto de h grilla por ecwimes en diferencias, donde las & r i d a s  
se apmxhm median& desmollos de Tagor usando lm valores de las inu5gnitas en 10s 
p-s vecinos. for ejempIo, una a p r o W 6 n  de segudo orden a1 laplaciano de la 
fimci6n u(~,y,t) a t=t, en el ptmto (xi,yj) es 
La discrehcih de las d&& tempdm se realiza en forma d o g .  Cuando 10s 
valores de las h&gni&s a (en &a ptmto) se obaienen a partir de los valores a 
tiempos anteriores se dice que el m&odo es explicito. En crtmbio, si se calculan en 
fwcihn de 10s vdores vechos para el miJImn tiempo el m h d o  es de tip imphito. bs 
mktodos implicitos son gmerahente mAs mtables que 10s explicitos y se usan a 
menudo en prublemas donde amisten p c a o s  fIsicos con distintas a d a s  kmporales. 
En hs simulaciones num&cas de este trabajo se usmn difermciors centtadas de 
segundo orden para aproxhm las ~~ epachles. La dismehcibn temporal se 
d i z h  usando un esquema implicito (tambib de segmdo ordea) cou 
.C 
don& $ es una variabIe d q h  (Flekhm, 1988). 
El resultado bl del pmceso ds -6n es un sidema de ecwiones no 
heales de la forms 
donde fl-fN son N fmciones de 10s valaEwr de hs idgpitm en 10s puntos de h grills a 
-1. En un quema de tip impIi&a w deb resolver uo siste~8 mno (A1.4) para 
A.1.2 Solucibn de Ias ecuaciones discretCzadas. 
Existen una variedad de m h d m  para resoher sistemas de ecuaciones no 
lineales, de Ios cuales eI mPls conocido es el m h h  de Newton (Rheinbldt, 1974). El 
dgoritmo de Newton converge en forma c u a w c a  a k mIuci6n, pero requiere conocer 
(o calcular numhricamente) el Jacobiano & (A1.4) y m l v e r  un sistema de ecuaciones 
lineales adicional. h s  dtodos itexativos o de relajaci&n, que inc1tyen el mdtodo de 
Luther & Wilkes, 1969), comtituyen ma altemtiva aZ mdtodo de Newton de aplicacibn 
En el mitodo de Gauss-Seidel se reemplaza (A1.4) por el sistema 
Partiendo de una aproximacih inicirj. a h wlwidn. (e-g. la condicibn iniciai) se caIcula 
ma nueva apmximaci6n para $1 usando la primera ecmci6n de (A1.5). Este valor se 
reemplaza en Ia segunda ecuacibn, de dcnule se obtiene una nueva aproximwi6n para b, 
y asi sucesivamente hash Uegar a b. El p w m  complete, que se puede raresentag & 
la f o m  
4 r . k  = F ~ ( ~ l , k , ~ 2 & 1 . - =  ,$c l ,ks4n*lf - lr*  - .@~.k- l )  r (A1-d) 
donde H,l,... es el n h m  de i tmi& H Wte b t a  cumplir un detemhado d i d o  
de convergmch, tipi- W - l B  para tOdO m. Se puede demostrar que este 
dgoritmo converge a la d w i b n  mmdo las emachm Miginale61 son fiEertemente 
elipticas. Las hventajas phcipah dd metado son: i) la lmthd ck convergmcia 
cmdo el nhero de ecuaciones es g r d e  y ii) Ia +cih de oscihimes n d r i c a s  
en probIemas de tipo advdbn-difusi6n, em dondc los co~ikientes de trampork son 
peqwos (valms altos del n h e r o  de m l d s  o Reynolds mqn&ico). Por om parte, 
como el sistema (A1.5) m resuelve h&a ma precisih hits en cada paso de tiempo 
pueden a c u m h  errores en la soluci6n d q ~ d s  &muchos pasos. 
La velocidad de convergench se paede mejorer considerablemente usando ma 
reljaci6n de tip Gauss-Seidel en c o m ~ 6 n  con un m M o  iterative miis sofisticado 
wwido como Multigrilla o, en su v d n  no lineal, wmo FAS (&I inglis 'Td 
Approximation Storage") (Briggs, 1987; Press et al., 1992). La idea M i c a  consiste en 
resoiver el problem en una sucesi6n de grillas de dkthto -0. Primer0 se obtiene 
ma solucibn aproximada en la grib d&al  usando el mado & k s - S e i d e l .  El 
siguiente paso, que se llama de restriwih, consiste en paw la solwith a uaa grilla con 
menus puatos y resolver el pxr,bIema en la nueva grrilla. Este p m a o  continua hasta 
llegar a la @la mis peqwh, a padr dc donde se Ueva a cabo d procedimiento 
inverso, o de pmlongacibn, hagta volver a la grilla originid. El ciclo completo se repite 
hasta lograr &, wvergencia. Con este m&todo se obtieae la solucih de un sistema 
como (A1.4) &w tiempo mucho menor que usando Gauss-Seidel solamente. 
Sin embargo, las d5dtades de convergencia p a  Wes altos del nhero & 
Reynolds y Reynolds map6tico persisten en el mbdo de Multigrilla. Si el problems 
original depende explicitamente del tiempo la c o n v ~ ~ i a  se pude mejorar usando 
valores pequeiios de At, lo que a su vez pIonga el ti- tie dculo.  Una ahmtiva 
que. permite utikm pasos de tiempo MgS largos cons%& en resolver las ecuaciones 
usando tefajaci6n local (Botta & Vel- 1981) en lug~u & ma relrtjacidn de tipo 
Gauss-Seidel. En 10s m&odos de relajacih local la aproximacih k-khm a la solucibn 
(donde k es eI nhero de itemci6n) se dcula s part& de la ESmula 
e m , k  =0m4L,k+(1-G&ca,k-1, (A1.7) 
dondo +*e es d valor de Gauss-Scidel y om es el par6metro de relajacibn, que puede 
variar de un punto de la grilh a otro. Cumdo n,=l se obtiene nuevamente el mitodo de 
Gauss-Seidel, mientras que o,>l m m p d e  a UII d t d o  con sobrehjacih @ e s  
et d., 1992). En problemas altmmb no l i t d m  la conwqpcia se logra solamente 
p m  om<l, es Mi con shhjacibn. 
La acumuIaci6n de emom en la ducibn dqn& de muchos pm de tiemp w 
puede mitigar usando el p r o d i d e m t o  Corrective & Hirt & %low (1967). Esta uWca 
@te res01ver sistemas de eamimm en fbifll8 h a t h a  con tm criteria de 
convergenck ubland~" que reduce notabkwate el t i e m ~ o  de dculo. 
A13 Aplicaciona del mhtodo numMm a problemas hidrodinhnicos, 
1;Os mktodos num6rbs chriptm se probaron hiciahnte en la soJuci6n de 
problemas bidrdhhicos dependimtes &l tiempo. Las ecuaciones para un Bujo 
incorn@ble p h o  se puedm escribir de la forma 
VP= +=, (A1.9) 
donde t+(x,y,t) es Ia funcih de corrienbe y mXx,y,t) es la vorlicidd El flujo de un 
iiquido viscose dentro de ama cavidad cuadda, cuya pared superior se d e s b  a una 
velocidad constante mimtras las restantes pfmanm fijas, es un problema cl&ico de 
la fisica computational y se u t i h  my. a menudo para probar m&&s numtricos 
nuevos @?guyen, Paik & Chmg, 1993; 3x011 et al., 1995). Usando ma c o m p ~ o r a  HP 
Apollo 750 se obtwiemn, en tiemps de dl~ulo  muy razonabIes, resultados de hem 
similar a 10s trabajos publidos en las ~~ &stas c iMcas .  
La fig. 47 muestra h heas de 4 e n t e  wmqmdiw a un flujo con 
&=7000, calculado wmdo una nmhica de 257x257 p-s. h esfmctws &l 
flujo, v6rtices secundmios, sepmcih de la pared y re-adherencia ('"reattachment") 
esten enfatizadas localmwte con uaa mttypx densidad de lineas & coniente. El flujo se 
sepam en varias xegiom con heas de corrhtes cermdas, donde la vorticidad 
qrn-te unifo~me @a&lor, 1956). ?3 forma complementark, se eshdi6 Is 
evolucib de m cmpo ~ ~ c r ,  B, da l  rnovimiento anterior para disthms 
d o r e  &I n h m  de Reynolds rngdtiw &. Se p d e  demo- que el campo 
mqp&co tambih es apmxhmbmte mifame ea hs mgiom donde las heas & 
comicate son cemadas, amdo R, es grande. &to wmsponde a la extensibn 
marmetohi ~ c a d e ~ ~ & ~ l m p a r a h d ~  

donde j=2, ...fl y AwW-I) .  En atas ecwioaes no apmcm 10s thmhos c o d V t K  
de Hia & Harlow (1967). Hacimdo sO se oMenen h soluciones para el caso con 
temperaturs constante (ec. 4.1). La condicimes de coatorno compmdientes a una 
t e m p e m  constank en sw Tl=Tpl. Los valores de BI y determinan 
8 
distintas condicimes de inyecdbn de Bujo mqp&co (e.g. no simdtrica). El caso 
B , = B e 0  wrresponde e un sistema sin mpci6a de flujo -4tico. 
Para resolver mejor la delgada lbmina de corriente que se f m  como 
consecuencia del a q h m e t o  t h i c o ,  tmbiCn se redimon simulaciones u s d o  una 
grilla no d o m e  en la coordanada y. JWo se Urv6 a cabo haciendo d cambio de 
variable 
m2, P = v a r 1 a  
F -para H* r 1 a  
en ( 1  1.7)-(11.8). Las ecuaciones discntas pzim la nueva @lla (que es uniformme en Ia 
d d a  q) son 
3Ty1-4Tp-17-'- 1 (Q a Q a 
2dt 4pc?@qZ -mi+-ml- % v b  (-+-IT1)+ 'la q b  
Atl*W-l), Mr2i+rW Y M W b - l ) f Z .  
Las ecuacioncs para flyos con+- axial ( ~ 1 )  rre resolvieron en el intedo 
d o  grillas mihuna y no u d b m s .  Us m i o n e s  discretadas 
compodimtes son d o g a s  a (A2,f)-@2.7). Lm d c i o n e s  de contorno para d 
A3 Flujos incompresibies phnoa 
Las simulaciones nmdricas do flym mgnetuhidrodiniEmicos incumpxesibles en 
dos dimensiones se realimn sobre urrs gdia cartesku unifome con MxN punbs, 
&hi& entre O m  y -k@. Las ewwiones dketas  correspondientes a ( I  0.8)- 
(10.10), escritas en leis variables dimdm d e h h h  en el la seccibn 10.3, son 
- b:. + oyyt 1 ( + - I )  1 (my~! + m$, - 
' I  J 1 I  -- ha) 
- t- - 
2At s, bx2 S, AYI 
(A3.1) repmentan las aproximaciam ds seguudo oxden a1 termino [v2 y,y]. La 
ElvlJor&lafimci6n&oonienteenIoroootomosscfij6&~o,micntras~ 
para la bib de flujo magnktjw Y$B tttibmm Im ~o~ 
y('il = yt, -E-(n+l)At, 
yg = y& -~+(n+l)At, 
= y# (ean(A32) con +I), 
*!I, = 2 a  - (en (A3.2) can i=M). 
n-l th 3nr1f;+' - 4nf f: t nj f, 
n t  WI a + ~  (n;' l2 - nZ1(fj-i MI 1 2 1 
2At = -nj (PJ fj + i- 
~ A Y  
donde 10s valores de T&b, Gb e~fsD d w b  par (A2.3)-(A2.5), j=2, .. . ,N-1 y Ay=2/(N- 1). 
Las condiciones de contorno son n l f i = ~ f p l ,  (PIv1-~2 ,  Tl=Tpl. LOs valom. 
(fijos) de B1 y BN determiaan la inyeccibn de flujo magdtico. 
A5 CHlculo de antovalores medbnte mbtodos matricialcs con 
diferencias f*mitss. 
La aplicacibn del m&odo & difixmchs M t a s  para el cdcdo Be autovdores se 
puede ilustrar considerando el problem definido en el interval0 012<1 por las 
ecuaciones 
pit (2) = %p(z) 
P ( O ~ ~ ) = o ,  (A5.1) 
El primer paso consiste en d e ~  la grilla mnerica, f m d a  por 10s pmtm 
q=jb j = O ,  1 ,...... N 
donde h=LM. El valor de Irl funci6n p(z) en el p& zj ~e tepresenta por pj=P(zj). 
Usando una aproxhaibn de s e w  ordm para la segunda derivada, p'',*j+l+p,-1- 
2 p j w 2 )  (metchef, 19881, st? oMieme el siguimte probhma matricid de autovdores: 
don& se han a p I i d  hi condiciom de contarno m. El problem original 
(A1 -1) se reduce entonces a enmitrar b wbalores de la ma& en (A5.2) wando el 
m M o  QR p m  matrices, que tambih pqmiona Ios autovatores coxmpoadientes 
(Press et al., 1992). 
Un esquema & este tipo fbe utilizado por Gary & Helgason (1970) para estudiar 
la estabilidad heal del flujo de PoiseuiIle p h o  (ecuaci6n & Ort-Sommerfeld). En este 
probIema las cundiciones de amtorno sobre las derivadas de Ia ftmcih de corriente se 
discrethon agregrtndo nodos 'ficticios' a k gdh n&ca El procedimiento da Iugar 
a un problema de autovalores genembdo dd tipo 
A4-4 IA5.3) 
do& B es una matriz singulaf.. Para p i e r  u t h u  el mdtodo QR es necesario d u c i r  el 
problem a la forma eithdar 
A'(-- 
don& 10s autovakores de A' son 10s mhms del problema original. Una forma de llevar 
a cabo dicha reducci611 se d d b e  en el tnhjo de Gary & Helgason. 
La ventaja rnhs importante de 10s rndtodos smtriciales en relacibn con 10s 
mdtodos de integracibn a partir de valores inicides ~shooting") es que no requiem uaa 
eshaci6n irricial para 10s autovdoms. La precisi6n de 10s autovalom y autovectores 
obtenidos depende de mucho ktores: el h e m  de puntos de la ma, el valor de 10s 
parkmetros adhemionales deS problem, el tip de discrethcibn (difkmcias 
centradas, difexencias no centradas), el ordm de la aproximaciones discretas, h forma 
de Ia grilla numhica y Ia pnxisidn aritdtica del dculo. Uno de los mayores 
probIemas d a b s  con el m W o  QR es la @ci6n de modos espurios. Estos m a s  
son puramente numtricos y se deben a h discrethcibn del problem original. En 
g a d  10s ttutovalores asociados a 10s m& espurios varlan mucho con el. tam30 de 
la @a, por 10 que se pusden d&%u repitiendo el d d o  con gdIas d s  refhadas. 
A.5.1 Solodbn numhrica de las ecuaciones pertmbativas. 
El pxobIema de autovalores para p"Ma detedmb por las ecwiones TO.% 
(10.3) se remlvi6 w s d o  un d b d o  mid wn difmzmh finibs do& 10s 
opemdorw difemciales se transforman en matria. DeMando ma gcilla rmiforme de 
fomdos por 10s valores de la velocidad y del camp magn&ca ~ t i v o s .  
segundo orden para Ias derivtldas, de fhw id q;ue se tmdonnan en las matrices 
don& se han usado la sigui- ~~ de contomu para las perimbaciones : 
v~=v~+~=BO=B~~=O (vly(JrU&Bly(~&)4). A path de esta dismtbci6n 1s ecs. 
(1 0.2)-( 1 0.3) se tm~fonnan en el siguicnEe &tern matricial 
son matrices complejas de Nfl e~ematm. Las matrices y, W, Ww, P, Pn son 
y asi suasivamente. bs a ~ o x e s  p sa oMben d h p d h n d o  la matriz en (A5.6) 
usando el mttodo QR 
En IOB dculos llevados a c a b  can ma grilla d f b m e  s ohma la apaticibn 
de hakbilidades n d c m  para vdom pequeflos de P,. Por otra parte, cuando el 
valor de S es muy grande 10s d t a d o s  se vudven imprecisus, ya que h @a numdrica 
n o p u e d e ~ l v e r ~ ~ l a s ~ ~ 0 n e 8 ~ e s q u e a p a r e c e n e n l a s  
autofunciones. Las ineshbfidah num&im asacidas a dares pequefios de h 
viscosidad se pueden eliminar usrmdo difermcias no cenfxadas para discretizar el 
opaador D (Peyret & Taylor, 1983). En cambia, para lpoder resolver 10s gmdientes 
espacides de hs autohcionea ws -0 la W d B n  de ma grills no miforme. 
h eleccibn de la formrm de la @a depede del problem particular qw se 6 
-0. En este caso, do& no existen eoatomos e s  que limiten la regi6n &I 
flujo (como mum en el Buja & Pohuib), es wveniente u t i h r  una grih definida 
por el csmbio de variable 
y=eq-1 (y20, q20), 
y=l-eq 650,  qf;O). (A5.8) 
Lm ecuaciones (10.2M10.3) se a&"ben en tkmhos de la nueva variable q y se 
di& sobre uaa grills n d c a  a&e -q-<q<q- que es uniforme en 
q. hi forma de 10s operadom IlllttrrclaEes . . en ia n m  variable se obienen fidmmte a 
partir & 10s o p m d o ~ s  migbls, mdtiplicado por d o e s  diagdes que 
10s M o m  de e d a  htdmidm lpor el u m b  de d e n a d a s .  Por 
e j w ,  - 
variable q, se obtiene muItiplimdo el tqt&m D pm ma matriz diagonal. de h form 
El afecto de la gdh no uuifome (a la W f e  y) se muestra en la fig. 48, 
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